





| - 381-196 уч.г. 
ха ПРОГРАММА 
\ | курса общей элребры, читанной в Т семестре 


т. Толша, Аксиомы группы. — Простейшие свойства. Примеры групп, 

«. охгруппа, порядок группы и элемента, ие подгруппы. цикли- 
“чесгае группы и их описание. > 

3. томоморфизм групи, ядро, образ, простейшие свойства, изоморбизы, Дей- 
ствхе труппы на множестве. Теорема Кейли. | | 

д, дчассификация действий групи на множествах. Транзитивное действие. 

тесовьа. Лагранжа, : 

в - ээзльная подгруппа, фавтор-группа, канонический изоморфизм. Клас- 
карря гомомороизмов. 


липа подстановок, транспозиции, пиклическая запись, порядки элемен- 
265 смальная система бора ИИ, соотношения, знаколеременная подЕрУн- — 
ПЕ...» ПРОСВОТа А 
Я А 44 р п 
— ‘. иалая теорема Ферма. 
3. Теорема о числе подгрупп, сопряженный с данной. Центр группы. 
:, ..Ве теоремы об изоморфинме. 
0. польца, поля. Простейшие свойства. 


г... и@лители нуля. Конечные коммутативные кольца без делителей нуля. 
цольцша вычетов, случай простого модуля. 
_ 12. лорбизмы колец и полей. Идеал, Фактор-кольцо, ОВ ЕОИЯ ООВ 
‚Вотоы © доле, | 

13. полкольца и подполя, простейшие свойства. ОСИ кольца в колесо 
эндоморсизмов абелевой группы... 

ТА, Существование максимального идеала, свойства. 

15. нолостные кольца, вложение целостного кольца в поле. 


15. увклидовы и факториальные кольца, кольца тлавных идеалов. Простейшие 
“свойства и примеры. 


\> ть Теория делимости в целостных кольцах. а о включениях. 


18. Поле рациональных дробей над произвольным полем. Разложение презаль- 
‹ рациональной дроби в сумму простейших. Применение к случаю Р=№. 


ы Те рема о существовании расширения поля, содержащего корень нет риво- 
мого многочлена. Поле тАзлОВЕНИЯ пля производьного многочлана. 


20 поле (% 
Юм Алхеораические расширения. Простейшие свойства. 


„2. сушествование алтебраически замкнутого расширения. Алгебраическое за-‹ 
с хацие. Существование трансцендентных числе. 


3. донечные поля. 
к копечно-порожденные абелевы группы. 
Осязсотельно уметь фешать задачи из соответствующих. ‘разделов Кострикина. 






















пои ечание. Вопросы, помеченные звездочкой, задаются в случае жолания 
экзаменующегося получить хорошую отметку. 


‘лиминистрадия желает студенжам хорошо слать э экза мен по общей алгебре. 





поиииерсК и оршежши 








И т.е АЛГЕБРА 


° Т. Считаются известными понятия: множество М, подмножество №, включение — 
М< М понимается в не исключающем равенство смысле; /М УМ, М. ПМ, дополне-. | 
ние № во мн=ве М, М\/А/; операция ‘симметрической АВВ А: ААВ =(А АВ) 
Ц (В\А); свойства операций, например, А@(ВпС)=(А ПВ) п (АЙС) ит.п. 
Задача 0. Упроститв ((АМВ) М ((А\В)П`С)) У(АМ(В\С)). | 
2.Логические символы ре У, : ;, =, => такие считаются известными. 
5. Декартовым или прямым И мн-в Аи В наз. Ах В = 1 (а | 
аЕА, ВЕВЕ. 
р Е ЧЧтеРтОя известными понятия отображения {: т; аа, 6 = #8, 
$ ->'Т , другие обозначения этого типа, а, также композиция отобрак. $° е 
где РТ: ТА. | 
и в $ -Т наз. инъективным (мономорбным) „1 если из ху => #4 (у). 


И : <. -Т наз. м, если У тет Эх : 4 по (синонимы: 9 эпимор- › . 
_ ризм, отображение "на").. - ь 


: 9 ->Т наз. биективным или взаимно однозначным (реже ивоордизмон мно- 
жеств), если / одновременно моно и эпи.. 


3 Пусть {: $ >Т;4,с$ образом ея о является. Гуетз хе$ 1, 400-й. 
Если Тт<Т. Полный прообраз {#” (т.)= Чха$ |4 (х)= Ту. | 

бе Р-ВОНИЕ: е биекция м > Т, то 3 обратное отображение 0 Ы тлаз 
такое, что фо. == (4, Е =, ‚ Пе & М >М - тождественное отобра” 
жение мн-ва М, т.е. у: хх ЖЕН. | ь 


8. Говорят, что И мн-ва М занумерованы! множеством инденсов Т, ес- . 
‚ли существует отображение 6; ТМ. 


$2. Отношения. 
Определение Отношением на множестве М наз. любое подмножество Вс И хы. 
Обычно, если (а,в)е В пишут абв и говорят, что аи в- находятся в отношения и 





_ Замечание. Т.к. отношение В, является множеством, то можно говорить о вклю- ы 
чении отнощений Ат. В, объединении отношений В В, пересечении отношений * 
АЙ Вт, дополнении В = (Мх МВ. 
римеры, +.Отношение порядка на ЛИ ‚или = , или Ц, или в. хду. Свеваз 
По хах | 
2% х=у и у =. хат 
Определение. Отношение В. на мн-ве М наз. ‘отношением эквивалентности ав 
<=> а Ув), если выполнены 5 свойства; 
10 а^^а рефлексивность; 
20 алвив^/с =а//с транзитивность; 
30 вла = а в симметричность.. 
Пример 2. (основной пример отнощения эквивалентности)-. Пусть М разбито в 
дизъюнктное „(не пересекающееся) объединение ‘семейства подмн-в М, т.е. 
И = Ик, ПИ. - 


Введем отношение аВв < — вем,. _ Проверим свойства: 
ТО аВа <=> а<М; и аем,, 


ее аиренеюииы о. ак 








.. 


О нае ВСЕМ; ыы. се. <> ас. 


30 ав <=>, ВЕМ, — в, аен. <. Следовательно, В - отношение 


эквивалентности. 
Утверхдени . Всякое отношение эквивалентности является отношением типа 


примера 2, т.е. разбивает мн-во М на и подмн-ва. 
Д-во. Определим мн-во & =ЛАхем [хуа у | 
1. ара =? аа а. 2. Два мн-вааизв либо не пересекаются либо совиа: 
Е ЕНИЕ /  исеёп8-=> а) азс, Вс =Ра5в; в) ееё <2еа, но 
ав => ев =>6е ви наоборот Е = В. 
Замечание Т. Про мн-во а говорят "класс ’ эквивалентности элемента а". В 
2. Рассмотрим мн-во классов эквивалентности МИВ = {и к<М| М, = чей-то ' 


класс эквивалентности, и всякий класс входит только один раз %М/В. наз. мн-вои. 
классов эквивалентности. 


Пример 3. Построение . . Рассмотрим Л/ и введем на мн-ве Ух отношение 
эквивалентности: (ат, вт) (ар, во) <= РЕ ар+ г. и. наз. 2 

ат операции: | И 

° (Зт,вт)+(а>,в>) а + &2, в +в›). на 

г (ат»зт). (а>,в5) = (ата> тВтВо, атв> + Вта>). у } 

‚ Необходимо проверить корректность операций (т. е. класс эквивалентности, по- ^ 


лученный в результате операции,будет одним и тем же для всякого представите=. 
ля исходных классов эквивалентности): | 


. (ст, ет) (ат»вт) <> с1+в1= е1+ ат. 
(с>, 62) (а2,в2) <> со+во= е2+ а2. `. р 


(ар.вт) * (2,52) ь (ат+ар‚Вт+Во), (туег) + (62,82) = ‚ (атетеЕ).. 
ат+ар+ет+е2= ст+бр+вТ+Во = (арчаровнвь х (с1+02, 2 
Так же проверяется и 2. 


Задача 2. а) Дистрибутивны ли введенные операции ?. 
‚ Проверить остальные свойства . 


‚ змечание. (= В) исть на самом деле а-в, например, класс (а, а) соответствуе 
нулю (Является нулем). 


имер 4, Построение в. Рассмотрим Д и на мн-ве И х (#\0$ )введем озтношё-: 
ние эквивалентности (ат,зт)% (аэ,Во) <> атво= арвт. Жк (ЕАО) у, Ка, С, 
Задача_2 6) Ввести в 2 х(2\ 49 операции и проверить все Я сц. 


Таким образом, считаются известными множества /\), 7, К, 0 их основные 
свойства. 


И 


ака 


* 


Глава 1 


$ Т. Операции на множествах. `В. Примеры, простейшие свойства и кон- 
струкции. 


Алгебра изучает мн-во с заданными на нем одной или несколькими операциями. 
7. Определение п-арной операцией на мн-ве М наз. 2: ИМ...» И . 
При п= 1 говорят об унарной операции, п=ё - Е и ад. 
Пример, 2 М = числовая система (М, ,4.). хьк ди, где п - фиксировано. 
2 — то же. хь 
3) А< Мае, (=), и АА" 
4) М = 16 10у, КЛ 407 , Счет. ‚ хех ^ = Их. 





о о абв претит утенка ретро оретар те Ст ту "рт армий 











5. 


| РУ 9, 

Укарные операции примеров 2+ 4 обладают тем свойством, что Ве, 
Отображения(или операции), обладающие этим св-вом наз.инволюцией. 
Опреднление Группой С; наз. а. заданной на нем бинарной операцией, т.е. 
отображением ?; МхМ М (а,в)&>с (обычно используется обозначение ав=с 
или, если хотят подчеркнуть о операции, ажв=с , ав =с), удов- о 
летворяющей 5-м свойствам (аксиомам группы): 

ТО (ажв)жс = ах(вхс) /ассоциативность операции/;! 


20 ЗееС: У аеб: аже =ежа = а ./существование единицы, нейтраль- -# 
ного элемента/; 


50 /а=С ЧаТЕС: ана“Г=в”№а = е /существование обратного эл-тад! | 
Замечание. Если в И С операция, кроме указанных, удовлетворяет допол- ' 
нительному свойству: 40 азжв = вка, то такая группа наз. абелевой или комму- 
тативной. Часто для коммутативных групи употребляется аддитивная запись: 
операция обозначается "+" (а+в=с); единичный элемент называется нулем 0,” 

и свойство 20 записывается так:.а + 0 = а; обратный эелемент наз. Е. 
положным: свыво 30 записывается: а + (-а)= 0. 
_ Простейшие сз-ва группы: 
Т. Бдиница в групие единственна. Дедотвитольно, если м. И се - две едини-* 
цы групиы, то ет= ете› = @р =е. У | 
2. Любая односторонняя единица совпадает с ‘единицей: Ьсли ета=а, то м 
ет=ете =е. 
5. Обратный элемент динотвонвн.. Действительно, если вта = = си ав>= е, 
ТО 31-=81а82 =В2 = га ° 
4.Односторонний обратный совпадает с а Док-во аналогично. й: 
ри Уравнения _ ах=в и уа=в имешт единств. решение. ах=в умножим на а сле-г 
ва. Тогдахеа вит... х 
Задача 3. Определение групны 2. Группой С. наз. мн-во С бинарной операцией, 


_ ладающей след.свойствами: | Е 
Т. ассоциаливность операции. ь- 
2. всякое. уравнение ах=в или уа=в имеет единственное решение... 


„Определение группы. 5. Группой С наз. мн-во с бинарной операцией, облада== 
ющей след.св-вами: Е 
Т. Операция ассоциатизвна. м йе. 
2. Существуетиравая единица: ае=а, \УаЕёС- т ео 


5% Существуе Правый обратный: \`а еб -а“1,что аа. 
Доказать, что все три определения эквивалентны. 
Примеры: Т. ВЫ (М) = $: Мм | - сиекция У - группа относительно операции, 


КОМПОЗИЦИИ. 10 $. (3. в) = (+ 1) о 


Уха“ 


‚. 











6. 





20 @е в ый | 

50 уфе в: м) Ч: фо Е фор = м к,“ 

Как станет ясно потом, этот пример в некотром ов, 
2. М - метрическое п а Ч: ММ, Е зы КРС а 2 


наз. изометрией. Пусть - изометрия и СН, Ч оо? | 
< В (м), УИ) - группа овнОоитОлЬНО ны отобрайений- ия 


а 
ых 





И мА Е а ее Имя 7 








(: 





4. 
3. Замечания о структурах 
Если множество М обладает какой-то"структурой", то все биекции М, ране =. 


ющие эту“ ‘отрухтуру ', образуют труппу по композиции. Например, топология и. 
томеоморфизмы, диоференцируемые многообразия и диффеоморфизмы метрические‘ 
пространства и изометрии И Ут. 


4. М- правильный п-угольник, Да — группа движений правильного и. 
ка. Группа эта состоит из элементов двух сортов: поворотов и отразений. эта, 
Группа наз. группой диэдра. 


5. М - правильный многогранник (тетраэдр, куб, октаэдр, икосаэдр, поде- 
каэдр. Можно изучать группы движений прав.многогранников. Эта также. не ‘слож- 


НОГО. те М - конечное мн-во. Занумеруем его элементы Т,2,...›.п. Тогда 

Ве(М) = м наз.симметрической группой из п элементов. Эл-ты 6% 2 наз. под- 

становками. Всякая подстановка, 525 указывает, куда переходит ве К, именн: 
к 5(®). Это можно записать я две. строчки: Коаеауе и). 


Произведение подстановок определяетя как, композиция: например, для 


49.5 Обратный элемент действует Как = 
> _ 30 т - ;) \= (12 а я = 23) обратное отображение. Эта р” 


не р (Проверьте! 
Примеры другого характера. - 


с +); (@, +); ТВ ет р о 
. (807, *); (ВМО, Гебиев о, 
о 
о Рассмотрим Ди введем на нем отношение эквивалентности 
а в <=> а-в;2 (или 2 | & -з)). 2/> состоит из 2-х классов. В одном < 


есть 0, класс 0, во втором - 1, класс 1. Операция: . &+8= (ав). 

ВИ корректность определения: а” <=> а - ат= 2ь ро 
80 вТ в = Э= 2м. = 

а+в- (ат+ вт) =2(к + м) =>ат ви 81+ В] .. 

‘еперь проверим групповые свойства: 

_1О ассоциативность вытекает из свойств 2. 

206=0. 

ь -1 

39 (1) = (1). 

И вообще, все это видно из такой аблици (таблицы Кели); 


Замечание: По такой таблице хорошо видно существование е, ат, 


ь коммутативность. Но плохо проверять ассоциативность+ 





тт. Ц - циклическая группа порядка п. а) Ци ыы а,а“ “нь = аамеакни $ 


пап=е 





еее прелести ттт сет ТИКИ НЕМ 











та. \ д- Усе в Коран. 





бы еы &4 214. 
13. Движения плоскости: повороты и "Параллельные переносы (сдвиги). 


14. Векторы. | 
15. В иВх в = Ца, в) | а, ев к операцию: (ат»›вт)+(ар, в =” ‚ 
=ат+ао,вт+Во). Говорят, что таким образом введенная операция (в данном случЕЕ: 
сложение) вводится поквординатно. ПЕНИЕ: ВОВЕ осуществляется непогредот-, 
венно. 1 
Задача 4. Дано мн-во Ана котором введены оцфеадции: объединение, аа | 
чение и „симметричевкая разность его подмножеств, Какие из них определят 


группу ? . 
Конструкция ` 
Определение Пусть (© =) и (Е, =). — две грушы. Прямым произведением С х Н 
наз. группа, элементы которой - элементы прямого произведения множеств С жа 
О |) |428, Вену, а операция вводится покоординатно: (9,,^/)* (9, ^ „)= 
= ко ‚ Кб. ), е = ‚ (9т ‚е2), где ет - единица © ‚ео - единица НИ обратный 
элемент (4, к )-—1= (4 5. Свайства проверяются легко. 
Вообще, если С ;, ЕТ — конечное семейство. групп, то © 1х5 2х. .-Х6< Е = 
и кс я Покоординатным умножением наз. прямым произведением групп С, ке а. | 


о ыы 
к Е: и, А 


ет теч: 






| , 
К 


— конструкция позволяет `бфоить новые группы по уже имеющимся; примерт5 ь. 

В х ЕВ является прямым произведением трупп Ви В. Г 
Замечание: Рассмотрим подмножества 1$0(М)<=В (М); 220<Е ; 8 2814 
Видно, что операция не выводит за пределы рассматриваемого подмножества. ь 
Т.е. здесь меньшее множество само является группой относительно той же опе- | 
р 


и. 


\ 


ации. 
от еление:; Е +) группа. Помн-во Нс. (х наз. 'ПОДЕВуНЕОй, если: 
а . азвен. 
е= 
, У аеН=>а“` ТЕН. (т.е. подмн-во - само группа) 


Замечание (№. ,+), (© “рогу .) не являются подгруппами. 
Задача 5. Доказать, что подмн-во Но С является а а, веН => 


—1 
ав ЕН. 
Задача 6. Нт,Но - подгруппы С. Доказать, что НН — - - подгруппа в С. Бу- 


дет ли объединение двух подгрупп снова подгруппой ? Если нет, привести при-| 
мер. 

а 7. Док-ть, что порядок 1 а = п! 

Пример Т. 3 „ состоит из 6 олементов. 

Цикловая запись подстановки: ео бе а <> (46' 4) (О (}).. =) т а 


пицикиь, (1 НЗ) <> (14) (2)(35) = @ч) (35) 


о, Зы наз. циклом , 
Определение. Порядком элемента Че С. наз. наименьшее число т такое что 
ты е. Если такового не. существует, то говорят,‚что эл-т 8 бес- |. 
конечного парядка. | 
Задача, 8. Чему равен порядок цикла, ? В терминах циклов формулировать, "че- й 


му равен порядок подстановки 7 а 
(14) (35) = > можно рассматривать как произведени” твух циклов, 


Запись вида: 








1 


Задача 9. Как в термина циклов двух подстановок 6- ти 5 сформулировать их 
перестановочность, т.е. что бо 6 = бообть 


Итак: $ „= {е, (1.2), (13) ,(23),(123) (182). При этом (12),(13) и (21) - |. 
элементы 2-го порядка, а (123) и (138) - третьего порядка. . 
`Подгруппы $ 3; {е5; {е,(12)1 =Нт, | =}= <; ....74е, (123) ,(тЗа)У = Аз, |4. [= ы 
= 3. Структура подгрупп | 5. 2 г ь я. м 

ие : 
Задача 40. Описать все подгрупин $ д. 54874 ы 


т Зое: и ний 





2 
Иа? 
Пример 2. Х мн-во > У. @ - подгруппа ВХ). Нормализатором У в ©: наз. 
№ (У) = 14е6 | \ЕУЕоли У=а, то М с(а) = Убавс(а) = 6, наз.стабилизато- | 
ром а или стационарной подгруппой точки а. Е. 
Пример. Х - плоскость, С - группа всех собств.движений плоскости (т.е. 
повороты и параллельные переносы). Тогда. М в(а) = { повороты вокруг точки 
ат. Этот пример является в некотором смысле основным. 
_‘алача 11. 2.65) = {32 © 4 &\У 3(ч)=4 ‘У. наз.централизатором 
Увб. Доказать, что И. с(У) =ДМ (У) г В 
ое 








рен рай соч н боить ний био фл ры ль речи ту ни ито че литий оно фир Не она ое ынианое соч оный ищи рано пня рн оны очнь ть иные ны ион 





Взглянув на все примеры, можно заметить, что многие труппы"очень похожи" 
Например, (ЛТ,-Г},*), 2х, Що. (Вспомните таблицы Кели для этих групп.) й 
В алгебре мы не интересуемся природой элементов и операций. Нас интере- В 
суют основные свойства операции. | ; 
Определение. Биекция $:(6 ,‚0о) > (Н,=) наз.. изомо-рфизмом, если 
Ах За) 9» © С 9 (8. 99.) = 4 (91) ® 9(9».). 
Труппы © и Н наз. изоморфными, если хотя бы одив изоморфизм 9: &-Н. 
. Зацача 12. Если У: &->Н изоморфизм, то Ут: НС тоже изоморфизм. 
Изоморфизм 9: С; - С наз.автоморфизмом. ых | 
Общее замечание об автоморфизмах. 





хо ентот три 


ен 


—-Аиф б= Ч. автоморфизм Ч: в -67У-группа. 5. | 

° Пример.Г. &=(В ‚,+); Н= (809, .). Ф:6; »Н определяется так: $ (а)=е“. 
Свойства Ч (а+ в) = е(8*В = еА.еВ = Ч(а).Ч(в) - отчасти выполняются, но 
$ не является сюръекцией ($(6) =В.,.), т.е. не является и биекцией. |. 


Пример 2. Ч; Й- #/2, Ч: аь8. Св-во 9 (ан в) = У (а) +4 (в) Выпол- 
няется, и Ф - сюръективно ‚, но не инъективно. | Е 
Определение. 4$: (@,°) ->(Н, =) наз. гомоморефизмом группы ©: в Н, если. 
4: 9.Е& 4(41“3,) = 4 (41) ЧФ. 
Мономорфизм-- это гомоморфизм, осуществляющий взаимно-однозначеное отобра-: 
жение; эпиморфизм - это. гомоморфизм "на". р | 
Простейшие свойства. м | р 
Г. У (ес) = ен; 2. Ч(а”Г)= (Ч (а))-1; 3. Образ У является подгруппой в Н, 
Пример 3. (основной) Определение.6; - группа и М - множество. Действием ‘ 
группы на множестве М наз. гомоморфизм 9: в -в2(М. 


ету“ 


Е: 


Пругое определение. Действием (левым) группы 6 на М наз. $: м М, точ- . 


нее, $ ( О м9 М со свойствами: 4, (4 т)= (4492 }м, ем =м Умем. . 





— 
. 


М -И и 04; м 54 м. 64 определено, ( 52) — = 6. = р биекция. 
кя = 69, оба, => У: 9 >64. = гомоморфизм» на 
ие тр 4. Группа. | о на себе левыми сдвигами: У 1, 6 С 63 > С <=> Е. 
‚ >> (4) =449} о г. а действие 6. на 6. | ы 

ыы) ей Я У о М | 

Вы о = 94443) = (4. (9,1) в 4.) = (и 

Можно аналогично определить правый сдвиг: И.е= 6 Ва: ® >6<> Ка, (9)- 491 Е 
При этом 9-Е, - томоморфизм. Если определить Ва: С; >'@& Ва (94) = 394 ‚| 
то это не будет действием в нашем определении. Говорят о  птравом действии". |: 


| 


Следствие. Теорема_Кэли (Сауйеу) (Кейли). Всякая грунпа © изоморфна подгруппе ‹ к: 
В2(6). *Док-во. Надо д-ть, что У: м, — моно( взаимно одкозначно). Действи-" ь 
тельно, а, = = = У а, (9 (4 (4)<=> 89 = 920 т 59 Е: 
Следствие. |6| = © то 65$. 

‚?^кача 15. &= М. Опивать $: ее. | 
задача 16. В какие 5 вкладываются группы ЕИНеНиЙ правильных многогранни- " 
КОВ 





Мы находимоя в рые когда 6 действует на М. Введем отношение экви- 
валентности м\мМо <> 33 ес 9 м1=мо (проверьте, что это отношение экв.). 
Класс эквивалентности называется орбитой элемента 9. 


Лекиия 3. $ 55 Классификация действий групп на множествах 


Постараемся изучить более подробно действие Сх на М. 

Примет С - группа поворотов плоскости вокруг точки То. Любую ли точку 
| хе М можно ЕО В в те что нет. Пусть х=( ху, Хо) -“ 
 координати точки х,|х х| “= хе + ко“, тогда \х(=| 4 х|[ для \4е. Хаждая точка 
скользит по своей окружности. 

Определение Т. С действует на М. Введем на М отношение эквивалентное... 

_ чу<=> 3966 такое, что Чх =у (проверьте, что это - отнёщние эквиве.-_- 
тНост ги). Класс эквивалентности элемента х наз. орбитой элемента х и обозна- 
чается отв х. В соответствии со свойствами отношения эквивалентности все мНо- 
жество М разбивается в объединение непересекающихся орбит. В примере Т орби-. 
тами являются окружности с центрами в 0 и точка, о. ло, что орбиты могут 
.‚ быть топологически "очень непохожими" 

‚ Определение 2. Говорят, что о ОНЫВС на М транзитивко, или, что М является 
бсднородным @ - пространством, если для любых двух % ‚УеМ 46 С; такое, что _ 
фх= у. 








; ЖРеЩ 
ад 





Клее: ИЖЕ Нес 






Ясно, что С действует на отв х гранзитирно. у. 
Пример ©. Уз. действует на множестве М = Дт, 2 ‚3% транзитивно, Разберем этот |. 
‚ пример подробнее: а) фиксируем элемент х,= 12Е М. Вся группа $ „ разбивает- | 
ся на 3 м ВЯ М-, о, 28 по тому, _ ку Е элемент х. | | 
М, = а) М, = фе, т) М> (Еф. МЫ . 
_ Из этих подмножеств только Мо= и (2) = бр - Нвлябося подгруппой (стацио-} | 
_ нарной подгруппой (стационарная подгруппа элемента Хо) й 









| 
4 











8. 
множества Мт и М, получаются так: в каждом из этих множеств можно выбрать 


`по элементу (любому) 4:Е Ми 0.8 М. и М= й 9 + (о) ‚М= й 95 (Мо) /Проверьте! В 


Рассмотрим другой элемент х]=3е М. Чтобы получать разбиение ‚соответствующее ;- 


. этому элементу, нужно провести "перенумерацию" у :М->М такая, что # (Т)=Т; Г 


Па Чена, Ме” М ри + 3 


| Е = № (3) = @, - стационарная труппа элемента хт. Как можно получить 


к 


„’ 


| бу то \/с диаграмма о у р (проверьте, яго ти — гомомор- 


° ‘/Примечание: диаграмма коммутативна, если результат операций не зависит ‚от . 


/Проверьте это.) Этот пример подсказывает слвдующие определения и утвержде- ^ 


хех 9(4х) = 0). 


„ма У:6. +В6 № 
’ Определение 4. :й : У - биекция, тогда, Г индуцирует ‚томоморфивм + =: 


' биекция, ТаВь РО де РАЙ, 6: 


_` Лемма Т. Опредаления 3 и 5 эквивалентны. 
..’ Доказательство леммы состоит из аккуратного выписьвания опредейний. 


‚пах группы $4) 


‚ Классы эквивалентности по э 


из 2? Возьмем произвольный 4 = $3 такой, что % (3)=2. Тогда 659 бр 9 


ви 


. Определение 3. Пусть 6 дейсзвует на Хи7. ействия ©: называются изоморф- № 
ными ( . 


. 


эквивалентными), если 3 биекция У :Х->У такая, что для всех Е Ки 


{ 


Как это. определение соотносится с определением действия, как гомоморфиз- 


_&(® ->804(7). Таким образом, $е В) и ($)=/ обе 4 , иили Г 





у" изм 


| 


пути. Например, в условиях нашей диаграммы это означает, что 2.5 = «(54 / .. 
Опредедение 5. Пусть 4: ®>ВЕ(9; Ч: ® >вВ(У) - дебтвия бв Хи, с00т-. 
ветственно,в У. Говорят, что они изоморфны (эквивалентны) ‚если “= { : ХУ 


‹ 
1 






Х. 
<, #17 коммутативна. 


Определение 6. С, - группа, Н - ее подгруппа. Введем в`С отношение эквивален-: 


ности а^ве>а“веН. Класс эквивалентности по этому отношению назовех —— 
тевым смежным класоом по подгруппе Н. Множество левых смежных классов 000- |, 


т 


‚ дачается С /Н. 


6. действует на мн-ве с /Н транзитивно левыми сдвигами: а (9, Н)= 94.4 В. 
Проверим корректность. этой конструкции. Пусть ал в==а”`веН. Докажем, что 


ал,‚ав. Действительно, ( а)-Т( в) =а. в. уе а”Тв = НА> дагав . 
ое те транзитивность сами.) $ са $. ! дата 


: тоя 
Утверждение \/два смежных класса равномощны. Д-Во: Чан =(:9.:)4.Н. 
‚ Следствие Т. Теорема Лагранжа. б‹- конечная + ` труппа, Н - ее подгруппа. 


Тотда |Н||\С| (порядок групиы делится на порядок подгруппы) . Чиоло классов 
СИН[С :Н] и называется индексом Нв ©. 


Слепствие 2. б- конечная группа. Тогда для любого = 6 порядок делит 
порядок труппы 6; (обозначение: чё д То ча. не бл $ 0^ 31 [<.|). 


Это непосредственное следствие теоремы Лагранжа. ь 
Замечание: обращение теоремы Лагранжа неверно. (Вспошнифт задачу о подгруп-/ 


| т = 

- в == ав“еН. 
а 8. Введем в в другое отновение эквивалентности: ал _ 
а г ы: тому отношению називаются правыми смежными клас-. 


сами. Класс обозначается Нд ‚ Множество классов. Н\ ©. Доказать, что|н\®| =. ` 
- 16. :Н (индекс правый = индебу левому). ‚ 





аки вече 


и 








ая, чи 5 д Аля. ет 





р 


| ` Задача 20. Тих Сб\ подгруппа в АиФ бх. В частности, (А. ут Ад - т 


^ Док-во: Если В = стабилизатор хт, Но- стабилизатор хо, к - ЯХТ=Хо, то 





Указание: в любой группе есть биекция [: 6->б #: хъхт, $ не явля- { 
ется автоморфизмом ! Как # действует на левых смежных классах по Н? и 
Следствие 3. С. - конечная группа такая, что | с. = р- простое число. Тогда 
С` изоморфна (с точностью до изоморфизма существует только одна конечная 


а простого порядка - циклическая). Док-во. Пусть 9е би СЕВ, То" 
па б‹ совпадает с циклической подгруппой, порожденной элементом ф . Все. | 


Задача Т9. Найти все конечные группы (о точностью до изоморфизма) такие, 
что | с|<6. Докажите, что они все абелевны. 
Теорема Т. Любое транзитивное действие на Х эквивалентно действию С на 
С./Н. (Ю.А вене Н.). | чй: . 

Док-во. Фиксируем х.< Х. Пусть Н =М в(хо) =. х — стационарвая подгрупна.г 
У = С‹/Н. Определим отображение : Х—>У таким образом: У хте ХЗ :х Е 
(транзитивность действия) положим $ (хт) ={3 НЕ У. ы ‚. 
а) проверим корректность: пусть { 9 (- другой элемент группы такой, что 
9. : хх, тогда т 9 : хоЕ> х хо = “9 . Следовательно, образ — 
е (хт) не зависит от выбора $ . Кроме того, мы получили, что любой левый 
` смежный класс 4Н =73 И 6. | = . 


Докажем теперь изоморфизм О действий сена Х и на У. Нам. 
надо доказать, что \/ де би хе Хх 9х0) = 414 (хт) . (Напоминаем, что 


по прежнему фиксирована точка хо) Пусть 9 : Хог>хт, 9: Хун хо, тогда > 
913: хо ->хт, По построений А 1(х у.=`9. н + (хо) = (9 хт) =0,9 Е. | 
а, 9 Сет) = 94 ЧН, т.е. И ах) = 9, (=). Вся эта проверка определе- # 
ний хорошо видна из следующей диаграммы: Ха к == Х.. 

| о 

| 9 
Лекция 4. _ СН — ЗН += 9,9Н 

Определение 6. Внутренним автоморфизмом или "сопряжением" называется 
Ао: в + я Аз(х) =? х’. { Проверим, ‚что это СО ИЕЙ: А в 52) = 
= оф" = 99 4 23 = (923 )` (4х4) = Ар) Або. 


Множество внутренних автомордизмов обозначается Ти в. 








==: 


Е ие 


т 





кртотррет ео полеетиаы 


Задача 21. 6. - абелева <> Тихб:= {е ть й 
Теорема 2. Действие 6 на С /Нти &/Н> эквивалентны <=> Ну и Но сопря- | 

жены в @ (т.е. получаются друг из друга некоторым внутренним автоморёязмом. 

Мент 9.9 ха= хо =29 4 ТН | 

Обратно. сли Нт= 4 Но И то правый сдвиг Ро : х—хд. переводит С (НТ В 

С; /Нр и коммутирует с действием (проверьте это). й 


$ 6. Классификация гомоморфизмов. Нормальные подгруппы, | 


’В предыдущем параграфе мы описали в некотором смысле (в терминах группы )лю- + 


, | где в 5 вложение У (Ст) подгруппы в бо, т.е. У. раскладывается в композицию 


_ мы Ч: бт> 2. 


бое действие группы С на множестве Х. Постараемся теперь описать гомоворбиз- 
: г. . м : “. р. 


т. Любой гомоморфизм 9: 1—2 раскладывается как бу -> (6) <? С», 








| Задача. 23. в Н - единственная подгрюша в б‹ данного порядка; тогда НАС, |* 


‚ рого че 


‚ ‚.верждение. Если У: Ст > бр — гомоморфизм, то Н = Кее ТА Ст ь 








| то. р 
^ 

эниморфизма У и мономорфизма (вложения). Задать мономорфизм бу <> бр все 
а подгруппу Ст в ©>. Постараемся описать эпиморфизмы. . 
Пусть С-УХ , $ - эпиморфизм групи. Что такое у-К»® ? :. 
Определение. КеёУ= (3еб | У($) =е\ наз.ядром гомоморфизма я м. 
треряцение. Ч :б‹>Х эпимотфизм; если Н = Кегу, то у=(хХ) =9 Е для некото- 
г. Доказать это `самостоятельно:; м | 

Отсюда ПО ОЧ прообразы -точек - это смежные классы © /Н ; т.в. Х 


(пока как множество) свопадает с С /Н, где Н = КегФ . Но Х - группа, вХ *' 
есть умножение. Каким должно быть умножение на С. /Н, чтобы оно совпадало с | 


умножением в Х? У: 44Нн> 9(9:) © о 
( ® Ч = фе 
ее =) с, 
Следоваельно, (4,Н)®(9Н) =4,9, Нч 9, % (92 Ну, )Н =$,4, Н<= и: е. 
т.е. подгруппа Н должна быть инвариантной при сопряжениях. ы 


Определение. Подтруппа Не С; наз. нормальной ПОДЕНУТОЙ (синонимы: нормальный | 
делитель, инвариантная подгруппа)и обозначается Н(б, если 9 1е% Ч На =Н. в 


Замечание. Не обязательно каждый элемент ^ остается на месте. Вся групиё как |. 
множество должна остаться на месте. | 


# 
Ё 





чадача 22. Н - подгруппа в б; ‚ такая что [6;:Н] = @. Тогда НА ©, Ё 


} 


осмторите <, . 


° Задача. 24. б>@, НАб-=НаСА ет. 
‚ Примеры. Т. &- абелева => всякая подгруппа нормальная. _ 


_ условии, что 9,826 $ наз.коммутатором группы 6х. 


‚ да С /Н с введенной операцией группа 


ь 
Упражнение. Если Н- 6: , то левые и правые смежные классы по Н совпадают. | 
|. 
| 
р 
р 


2. ©, с = (Ее |729 =л а Ус СФ наз.центром групиы. 2 6; «Д-т 
3. <, С, = и всевозможные произведения таких элементов, при: 


В 


ный 


«тт 


а) [© 6 1 - подгруппа 6; . Проверить это. м 
6) [5 = — нормальная по С . Доказательство проото(844, 9 4%} 9 


-1 а Ри ий _, й 
- 4 49-1. м 9.9%. ь м 
Утверждение Т. Н-4 С. Введем во мн-ве С; /Е умножение Я Н.Н = 4,9, Н. То- Е 


Е 


о не составляет труда, Заметим, что 6 в С. /Н это сама Н, а р 
(лее ‚ 


Н. я “, 
Замечание. С; /Н наз. торгруппой. Рассмотрим отображение 4 :б-> 6; Но п. 
+: 4 -> 9Н., которое любой элемент групиы переводит в смежный | 


класс, его содержащий, Это отображение называется канонической проекцией. | 


‚ кая проекция на факторгруппу. Следовательно, если Я: Ст — бр - томоморфизм, , 


‚ Примерн. Г. Теперь можно оправдать обозначение группы из двух элементов 2/22. 


Утверждение 2. Ф : 5-6 /Н - гомоморфизм. (проверьте это сами.) . 
Итак, доказана теорема (об эпиморфизме) Пусть {: С я С»  эпиморфизм. Тогда! 
З изоморфизм бо> Ст/Ке®У такой, что диаграмма, с. > Со иг Коммутативка. | 
Здесь Ф - каноническая проекция. * и й 
Эта теорема завершамт наше исследование; любой эпиморфизм это какноничес- | 





то раскладывается в компазицию: бу ре ИКету Тк Я = У (с1) сы 65: 


рений. (4) |. 
Старая формулировка теофемы: Факторгрупиа по ядру томоморфизма изоморфна. 
гомоморфному образу группы. | 


Е 








22-1216 #9  кподгруша вй. . = - абелева =527 & (можно проверить! 
и непосредственно.) 2/22 состоит из #-х классов. 42 = КУ У: д — 44 





р ини оо ОНЕА ГГ ИЕР 








а ———— = —————————дД_о_од___д_о_—_д_д_д ра 

т 

| ‚ - каноническая проекция. 
2. Рассмотрим 5 т П Е гомоморфизм /эпи/ чаи. : 5—2 оная | 
Е ^ в) п и(х.- Х:)= многочлен от п переменных. Цоложим для всяко- | 
го бе. а (Е. А и _ = Р (60) а Например, при п = 3. 
Р (Хр,Хо Хз) = “быте бе-) бе 0), 6Р, Хоз) = (Хен- Вайы 
‘Кебу- Ха) = 92 ХС -Х2} , гель те $ =) 
Толожим 554.6 =(6Е) . /Здесь` 2/2 ЗАВАНЕ В мультипликативной реали- 


зации: [Т,-Т; у В Е примера ‘.5 4 © = (к.-л К) (з-х)= Г. 
в - Те бе, СЕ. ШВ ЕЕ Ск.) % Се-х,] 
Обри: 9 = 


К И аретоииеторе 





О ЕО че уче 


Е Е = Е‘ >= Ук. жа С. 
Если орк с =, то подстановка 6” наз. четной, в противном. случае - нечетно' 
Ке2 Ха = А. ‘и называется знакопеременной групной. Аз состоит из всех. чет-* 
ных подстановок. В 


Упражнение. Найти и изучить еще 5 нетривиальных а: ситуации. группа и 
нормальная подгруппа. | 


Лекция 5. $7. Применения. . к 
Т. Рассмотрим группу 2/„. В этой группе, есть не только. операция сложения, | 


у 

то и операция умножения. Действительно, (а+км)(в + см) = ав + (кв +ас +ком), 
«м. Какие же элементы в 2/м. 2. составляют“ груплу по умножению? Ясно, что 0 | 
и 
| 
[ 





к ним не принадлежит, ‘единицей является класс Г. — найдется. соратный эл-т 


Лемма. а обратим в/м Л. по умножению «= —>НОД_(а,м.) = 
Г) если & обратим, то 3х : ах = Таезах = Г+ Км => "Доха, м) = т 
| 


2) Если НОД(а,м) = Т, то из алгоритма Евклида нахождения НОД(а, в) следует, _ 
что существуют х и у: ах + м = = ЕТ -8 2. Ра | 
| 


Число натуральных числе, взаимно простых с м и. меньших: м, называется о 
ей Эйлера и обозначается” Ум). 


Задача 25. (м,п) = Г => У(мш) =У@) У). 
Задача 26. Вычислить Ф (р г. 


у В 2/2 элементы, взаимно. простые с м, образуют группу по умножению. Ее; 
обучно' обозначают (22/2). 


Лемма. Во всякой группе 6 1 [= П< со ‚а "ее . Это. следствие: т. Лагранжа. 
Следствие. в(2/м.2М8 : НОД (а,м)=т Я\”=Т <ъ а "ЕТ (иле их). Е 
„ример. м=р = простое, °Ч(м). =р-т, У п: Нод (а,р] = 1 == Ц] 
или ПР = п(ллойр). Это называется малой. теоремой. ферма. — 


2. Лемма. /№6/ Если конечная группа б. действует на множестве. М, то порядок 
всякой орбиты делит порядок группы или\|ов х ЕСН х1» где НН; = сбавс.х. 


Рассмотрим, например, деиствие группы ‘на себе сопряжением. е составляет от- 
и ю орбиту. Орбиты наз... классами, сопряженных. элемент 
Пример. &=$, Орбиты составляют такие множества: {е5’; Кг. 0) (28), (23/5; 


в Е 
д ет 3, Е. ‚) . Тогда. для всякого 6 о =. (64) 64)... 


ТВ 
Для док-ва надо посмотреть, куда 6'2,6`4 переводит 6 С6),6С 


Следствие. Две подстановки 04 и ®. сопряжены в Зи —. циклической. записи: 
они содержат одинаковое. число циклов одинаковой длины. | 
Упражнение. Найти разбиение 5 на классы НН элементов. _ 


3. Н<- С: - подгруппа. Н, 9. За: аа «НЗ —: орбиты, группы Н. Что такое 
ссав в (Н)= 1 де С | 9 На < = НТ= М с(Н)?. Это последнее, равенство означает, 
что /\/ с наибольшая подгруппа в С, содержащая, Н, и такая, что На Ис (Н). ] 
Е, Число подгрупп, ‘сопряженных с Н,: равно. индексу. нормализатора ` 
[6 М (Е У] и, в частности,‘ делит порядок группы. Не = 














18. 


4. Напомним, 2 С = [хеб| Уча С: Я х4 = хГ — центр группы С, т.е. 
пр состоит из тех элементов, которые при сопряжении составляют целую 
иту. 

Задача 87. А : 6 — Дай © : АС 9) = АЯ (каждый элемент 9 переходит во \ 
ВОНИ ЕЕ Вртоморфивм, вадаваеуый ты элементом). А(6%‹) = Тих б:. Д-ть, | 
что К№етА=: | 
Следствие. аби ке СИ 
Иногда удается из числовых ей выяснить, является ли центр тривиаль-, й 
ным или не является. 
Теорема. |С| = рп => Ес. # [в {. 

Д-во, о орбиты‘ и. {е', ее ее к ааа 


Подсчитаем число элементов в б. о =Т+ + +... ПО ше Т чиело 
элементов в орбите делит порядок группы. Приведенный расчет показывает, что | 
помимо {еуесть еще и другие состоящие только из одного элемента. 
Они и составляют 2 С: 


5. С3ЬМ Каноничес о мы >С /^М отоб ет кажцую подгруппу. Не б. 
на подгр ф (Н) = р С /М. Для всякой Н ен М подгруппы в В рассмот- 


-им \У7“(Н)- полный прообраз ‘у -ЦВ= (“ев (ре Но 
=ыраднени . У" (Н подгруппа в С. Вообще говоря, У `*(Ф/(Н)) больше, чем Н, 


т.к. 91 ((Н)) со всяким \е Н содержит и вес класс № //. 


и Гри, КеН, ме М% | 
Следствие, Если //л^ С., то НМ - подгруппа в 65. Действительно, тогда 


НА = К (В) и ФН) = НМИм. 


Посмотрим теперь на гомоморфизм Ч как на гомоморфизм, определенный только 
на Н (обозначение 4! н соответствует тому, что мы рассматриваем \ , ОНО 


на Н). По теореме об эпиморфизмах т Н/Кет ЧН ‚ но Кех = {Чен (3) = 


= ет= НИКес\% = НИМ . Итак 
Теорему. Т (1-я об изоморфизме) НИИ > ИНИнам, где ие с, ан- подгрупе! 
па в С. Кроме того мы установили тот факт, что ц.ф- Те Нм. ры 


Утверждение. У; С 1>6 2 эпиморфизм. Тогда $74 о. биекцию меж- | 

ду множеством подгрупп @б› и множеством подгрупп С т, содержащих Кем У. 

Примеры.ЬН <. $ и, подгруппа. Если в Н есть нечетные падстановки, то Н. =16= | 
пак в яр Ни ВИН, 52/27 С 

‘Действительно, Н, = НАЛ. ры НИНА А: < НА/А, = #/2 2, т.к. НА = 


(по условию в Н есть нечетные попстаноЕки» 
<. М, С> Зн и ввладывается в 5. и М, АЗ, (Доказать. ) 


Задача 28. 5:=* 54. 532 ={6е5, | 5(4)= )=4у, 1 Доказать, что $3, =5. 

Тогда $н/и, = И 53/5. М ч Ч Зз/еу я 53 

Теорема (2-я об изоморфиеме). > СМ = бо, Но-^ бр, пусть Ну= Ут ое 
Тотда Ну А буи 6./Н: < @р/Н. . (Другая С: (НИ < &/Н) 
Док-во.Рассмотрим композицию гомоморфизмов: Ст > м = б> с 2/ Но =бь 

4, Ч: : бу >С, - гомоморфизм о Кое (441) = Н: (проверьте). По} 
теореме об и ивяв бо/Но > @, = винт, ч. тд. 


Лекция 6. Глава‘. Кольпа, поля. 
°Т. Определения, примеры, простейшие свойства, ы 
Опредаление Т. Кольцом К наз. множество с двумя операциями +,’.. К- абелева || 
труппа по сложению (+), ;. операция * ассоциаливна и дистрибутивна, т.е. ‚ 


За. (а+в)-с. = азс + в*с 
36. ть + = ав + ас (знак. _васто опускается). 
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р: 
Примеры: 1) 27; от 3) & С, ©&«Гх], ВГУ]; 4) МаЕ .(2 ) ‚ 
5) Кольца функций Я (Х,Е) = АХ ‚ где | ое. . 


Замечание. г. Если ав = — то К наз. коммутативным кользом. . 

Воли в К существует Т: Та = а = а УдёК, то К наз. кольцом. з 
с единицей 
Свойства. ‘Т) а0 = 0ба=0; 2) а.(-в)= (-а)*+в = - ав; 3) а-в= (по овоеме 
лению)=а -. (-в), аналогично (а-в)с= ас. - вс, а(в-с)=’ав = ас; 4) из ассо- |= 
и сложения следует, что определена всякея конечная сумма ат+ар+.. +. 


ча = и к } Из ассоциативности умножения вытекает, что определено любое | 
Конечное м ата. ..ат = д ‚ак; 5) делители нуля: например, в7/ 41. 
2.2 =4=0. Определение. а «К наз, левым делителем нуля, если Ч в# 0: й 


ав=О ‚ аналогично, правым делителем нуля наз. такой Ох веЁК, что найдется!‘ 
ая 0’из К, для которого ав = 0. 


р 
Упражнение. а) в. нет делителей 0; в) приеети примеры делителей О в коль" 
цах Мас п(°) и кольце функций (00е | 

Определение ‚Полем Е наз. мн-во с двумя операциями +,*, причем Е - абелева ' 


труппа по сложению, ЕР М0} (по ‘определению Е) - абелева группа по *, и спра-: | 
эдливы два естественных закона дистрибутивности. 


‘Замечание. Другими стмовами, поле - это коммутативное кольцо с единицей, В 
котором всякий элемент ай О имеет обратный а 1. И = 
Примеры. 1) @ ‚ В,С; 2) Ер= и ‚ где р - простое; 3) Ел «Дот, С.Н 
причем с. ас мы фон (46) 9 Авь 
Еще примеры колец: РЁ, Мас 2 (2-). 

Упражнение. Сколько многочленов степени, не ‘больше 2 вр (х? . 
Замечание. В конечных полях различны понятия многочлена и функции. Функций № 


| 
м 








т 
| 
Н 






мало 
Определение. Элемент кольца Кэа наз. обратимым ИЛИ единицей К(с единицей, 
если для него существует а Г; а.а “= Т. 
Задача 29. Есть ли единицы в Ро|х|, степени Е 
Задача 30. Найши все делители О степени < 2 в Ро Са. 
Определени . К- кольцо с операциями (+, › >. Ктс К наз. подкольцом, если КТ : 
`само есть кольцо относительно тех же операций. Это значит, что га подла 
па. сложению и для всякий а, ве Ку => аве Ку. | и 
| Если Р - поле с операциями (+,.). Так же определяется подполе Рес. 
В этой ситуации еще говорят, что Р является расширением поля РТ. Эта ТОВ 
нология имеет важное психологическое и историческое значение, т.к. Ви © 
получились последовательным расширением ©. 
Точно так же, как и в группах определяется гомоморфизм (или просто мор- 


изм) колец, полей. | 
Иа, у: КТ > Ко наз. морфизмом колец, если 9 а, в м У(аяв) = 


=Ч\а) +У(в) и Ч (ав) =У (а).У (в). 


УЧ: Е; + Ро наз.морфизмом полей, если \У а ‚веЕ1 выполняются те же св-ва, 


И АА. 


Так же ппределяются эпи, моно и изоморфизмы колец, полей. 

| "Попытаемся теперь классифицировать гомоморфизмы. ф 

т). $: Ер> Коморфизм колец. раснладывается_ В композицию к (т) > 
Лемма Ч (Кт) - подкольцо в Ко. ` | 

Пусть теперь 9: К Ко и, забудем пока — ‘операции. вКи Ко 
КТ $, Коопиморфивм | групи. (+) и У = Ке? Я = ке КТ Ф(к) = о ОЕ по те-. 
ореме об этиморфизие групи. КТ > та ь а и и о как груниы | 


им Ка /- 


Ро - 


а сазай 








ТА. 
по сложению. Можно ли в КИ ввести умножение так, чобы К” К был бн 
изомороизмом, а \ _ эпиморфизмом колец ? : ага + Я; У: вв +95 ; 
^ : ав? (а+7)(в+7) = ава + Ув+ 72 . Чтобы У был эпимор- 
физмом колец, нужно, чтобы а/ + и | 
Определение. < К наз.двусторонним идеалом, если т) подкольцо и 
2) Ува «727 м ват. | 
с с с‘ ы =: д 
Пример. К т ‚У =2# - идеал (двусторонний идеал обычно именуется прося’ 
то идеалом}. | 
Утверждение. у: К > Ко — морфизм колец, Тогла Т = Ке% - идеал. | 
Лок-во. Пусть а=7’, в< К. Рассмотрим ав. У (ав) = Ч(а).У (в) = 0*У(в)=0. 
т.с, ав < 5”. Так же доказывается "поглощаемость" с другой стороны. Всё. 
Теорема. (06 эпиморфизме колец) У:Ку >Ко - эпиморфизм. Тогда следующая 
лиаграмма коммутативна: т Ко 

К а 

т > Т/Кее 9 
Итак, всякий гомоморфизм есть каноническая проекция на фактор-кольцо по 
идеалу. | | 


ример. Т. 2^/т]- оправданное обозначение для колец. 
2. Лля полей`ситуация в корне другая 


Теорема. Пусть У: Ру - 2 - морфизм полей. Тогда либо Ф- моно, либо У (ЕТ 


=0 

Помево. Ра Е› - гомоморфизм групи по сложению. Пусть найдется хи 0, ; 
такой, что У (х) =0. Тогда а) У(Т)= (хх т)= Ч че 0-У (0) = 0. 
6) \ уеЕ: выполнено (у) = Ч (1у)=Ч (1).9 (у) = 0.95) = 0, чо.т.д, р 
Лекция-семинар. | | | 

Утверхления (задачи) .. 


. Перечечение подколец (подполей) - подкольцо (подполе). | . 


2) Пересечение идеалов - идеал. | 
3) Июли КСК - пе — К( 7 идеал в К) ‚то КИ Уд К (КАТ идеал 


м | 
т : 

4) Теоремы о соответствии подколец (идеалов) призпиморфизмах колец. о „. : 

Пусть Ч К ->К- эниморфизм колец, То= Кетф, Е” {972755 Му=7аЕт "| 

_ бое У;№ = оек\ Ко-подкольцо ибо Коу ; = Кос КТ Ко подкольцот. 

Теоремы формулируются так: существует биекция между множествами М и Мт 

(№и //т) и эту биекцию устанавливает функция У-Кполный прообраз). 

5) К - Кольце, АЕ, 1 =К = подкольцо ДУ = И а 

тогда (ТУ Вот и 

Теорема. ФЗВсякое кольцо К вкладывается в кольцо.К” с единицей. 


ея очень проста: присоединить к элементам кольце Т и постараться доопре- --. 
делить умнодение; введем обозначения: К+К+,..+К,= ПК; Че... +=МяМ; |. 


М > 
и пе КОНОТруЦИОЙ ига = 1 (м,х)| ме’, хЕ КС (прямая р 
сумма, как абелевых групп); (мьхт)+(мо› хо) =(мр+Мо Хо) . Определим теперь . 
умножение так: (м,‚х).(п,‚у)= (мп, мучихч+ху). Свойства кольца проверяются. | 
Кс>К* Ч: к (о,к), е=(Т,0). м 
Следствия. Т) К -коммутативно = "| коммутативно. ь. Е 

имер. (А - абелев „ Пи А = {®:А ЗА - гомоморфизмы $. САЯА - 
ве с И», Аа, + (%’, ес (х)), в= мл 

би =, био = Об. | 

Задача. Найти би Хи я Е: 
Теорема. Всякое кольцо К с правой единицей может быть мономотоно вложено 


нее в жи зелено тек они ^ 








| | Т5. 
в коль Би А, где А - абелева группа. | 
Док-во. В качестве А возьмем аддитивную группу кольца К (обозначение: Кд) . 
Она абелева по определению. . Для (Чвякого кЕК [ :Кадд ->Кодц Определим ес- з 
‚ тественно [(х)= кх. Все бвойства проверяются непосредственно; 
Лекция 8, ные | о | 
Пусть К - кольцо с единицей, У - идеал К; К/Т — опять кольцо. Вопрос: 


когла К/Т - поле? Сопоставим два факта а) теорему о У полей и б)те- 
орему о соответствии идеалов при Е колец. Из ад следует; что в . 
полях нет собственных идеалов, кроме{о} - нулевого. 
Залача. КРУ, в У нет обратимых элементов,с другой свороны, если Хо ›„ 
то 9/ло идеал в К/зь .. | | 
Определение. У -^ К наз. максимальным (мах), если он не содержится ни в ка- 
ком другом идеале (из о Я 
Теорема. К - коммутативное кольцо с единицей; Та К. К/Т - поле=>Т -мах. 
Эту теорему мы уже фактически доказали. Пусть 0 ме К/т-= Кт не обратим, я 
Рассмотрим мт = У. — это идеал в Ку (проверьте!). 14 Кут, т.к. м не обра- г 
`им => не мах. Остальные вщинияш аксиомы проверяются непосредственно. в 
— Идеал аК наз. главным идеалом. хо 
Залача. М. - мах <> м- простое. 
Следствие. 2/м/. поле => м = р - простое. | И 
Отступление. скат р - хариктеристика поля. Рассмотрим поле Г, его аддитив- '. 
ную группу и такое множество: Т., Ту+ Т.,..., МА... Возможны два случая: 
а) В У ряду все элементы не нулевые. В таком случае говорят, что сдасЕ 
равна 0. р. 
Следствие: во всяком поле и Е есть подполе, изоморф- 1 
ное полю рациональных чисел. Е > Е Ё 
Действительно, определим Ч: Ц —Р следующим образом. РСТ) = То, тогда, 
Уи == У Се (Фа УСО АО) = м*Тр . Положим Тр/н 
равным {: 4- (пт) =Тр. УИ = Тип =» У(м/п)=(м/п). Все циказано. 
6) Найдется м такое, что мТр = Ор. 
‚ Определение. Наименьшее м: МТу= Ор наз. скат Ро. 
—омма.Срачт,Р - простое число. Док-во. Пусть м = пк. МГ =( пт.) * (кТр) =0, в 
но м - наименьшее, делителей 0 нет = м - простое. | 
Следствие. Если срах = р, то найдется подполе “ Рр. Д-во. Построим У:Рр+ 


р 
$ 


ет 


ГАР 
и 


пир пене оаеуит 


> Е так: У (Тр )= Тр. Остальное стандартно. В 
Указание к залйче о мах иделае вида м. Докажите сперва, что в 2 любой *“ 
идсал главный, | 
Пример. К=Фим, где м = 38,3,4,6,1а. . 9 

сорсма. №сли К - кольцо с единицей, то всякий идеал Че в К содержится в 


некотором мах. идеале 9’. в 


Док-во. Т. Условимся, что будем рассматривать только собственные идеалы, . 
Я Г. 


в поле это означает, что | 9 | 
2. 149%. 3. 9% либо мах, либо нет, 712 либо мах, либр нет. Пусть 


еле. и т = «У тогда 7^*- идеал (проверьте!), причем:а) нс 
содержит 1: ТТ; 6) /*29ьв) является ли 7* мах? Вообще говоря, нет. 


Пример: У (Х,Е) = УЕ +Р | Х - мн-во, Р - полеу /например, Е = /. Е 
# сх т, м {4Е С.Р) [2 (у)=0 удуЁ, а х а у 
= У 7 О е ^ | 


о аа ыь © тетоеееряг етики ати роИиСНИ а о Зе В 








п я а мя чит .. = = — 





рам 


5 


Вернемся к примеру с функциями. —. м т. = р их, Е} 
и. = Езу: $, Е)>Е У У (= Ч — это морфизм колец. Кез, = 7х и по теовеме 
об эпиморфизме Е нужный изоморфизм.> еб 4, 

Пусть Р=В;Х=[а, 31; ФТ = Ле, 4 РИ 
Рассмотрим ‚,.: < [6 6». а = их к 
Но Пе 40 # д не обязательно. Опять, ее тся пользоваться услугами | 
теории множеств. Отступление. Упорядоченные мнохзства, см, Ван дер Ваоден, 
Алгебра, глава 7. 





$ 3.. Пелостные Кольца Лекция 9. 


Определение Т. Целостным кольцом (= кольцо целостности, область целостности) ‚° 


‘ называется коммутативное кольцо без делителей О с единицей. 
‘Примеры. 1); 2) Любое поле Е ° 3) КЗ, где К - целостное кольцо. 


Теореми. Любое целостное кольцо мономорфно вложимо в поле Е, т.е. суцеству- 
ет наименьшее поле Еи У: КР - вложение, 
Д-во. Провести самим, вспомнив построение © из бы 


_ то поле называется полем частных кольца Ки о в. . р /В. = & (2) И. 


Определение 2. Для любого множества М<К и любого а=К = ам | мЕМС. : 


В кольце К множество ак называется главным идеалом, И. эл-том а 
(короче; главный идеал эл-та а), 
Упралнение. Проверить, что аК идеал в К. /аК обозначается еще (а)/. 


Целостное кольцо, любой идеал которого главный, наз.кольцом главных идеа- 


"ПБимеры. т) #;2) любое поле Р;3) Р[х/, зе Ё - поле. 
Упражнение: Доказать, что т[х] - кольцо главных идеалов. 
х $ 4. Теория делимости в целостных вольшах 
В этом параграфе К обозначает целостное кольцо. = ИО. 
Опрелелени . а:в<==> в|а (товорят, что а делится на в или в делит а), если 


З с: а = вс. 
Упражнение: доказать, 0 если ва , то с единственно. 
Перелеление Обратимые элементы в целостном кольце наз.делителями единицн. 


„згражнение Делители единицы К образуют группу по умножению. 


Если - М 5| Т , тоев|а. в называют делителем, ассоциированным с элемен-! 
том а 


Упражнение. Отношение ассоциированности есть отношение эквивалентности. 





Лемма_Т. а|Т<==>(а) = К. Лемма 2. а] в<—=>(а) > (в). } 


Определение` Для всякого эл-та а делители, ассоциированные с Тиса наз. три-| 
виальными пелителями, все остальные - наз. собственными. 


Лемма 3. а - собственный делитель в<= => (а)> (в), и (а) # (в). 
Лемма 4. а|ви вт => а|Т. 
Определение ав К наз. проетым (в некоторых кольцах - : неприводий м) ‚ если он | 
обладает только тривиальными делителями. 


Лемма 5. К - кольцо главных идеалов. ав К прост<=> (а) - мах /идеал (а) - 
максимальный). | 

Определение аявЕК. НОД (а,в) наз. элемент с, такой ‘что с|а, сви из а 
(зв) ==> 4]. с определен с точностью до ассоциировачности. | 
Теорема. Пусть К - кольцо главный идеалов. Для Уаз, ВЕК с = НОД (а,в). 


Д-во. Положим 9 =/ да+Вв |, Век}. Тогда т идеал; 2) У 2@)/(в). Т.к. № 
К - кольцо главных и ==> ЗС: 9 = (в) врем т.о ? в. При этом с =ач+, 
+Вв для некоторых ‚В @ К. ет де так, что (|а и {в <==>а = Фи . 


! 


А -О». | 
р Па т. аа = | 
(.)=05, Л ХЕ } 


ча 
—‘! ь в. 
ЗАГЛ о ] : 


м ВА 


а ес ны 


или, короче, ассоциированным делителем) р. 


иеруЕяте 








_„еорем с С: Кольцо гдавных. идеалов факториально. | : 
д-во. 


— 








| НИ 
т и», о = + Воть = (есть) = {|о, т.е. = НОД (а,в) ‚ч.т.д. 


памочание. Идеал / можно было определить, как (а) П(в), но тогда нужно до-. 
газнцать, что НОД (ав) =о©а + Вв для некоторых « ВеК, Это св-во НОД нам ко- 
тла-нибудь понадобится, / | 

Определение. а;веК наз. взаимно простыми, если НОД (а,в) = Т. -й 
легла, усть рек - простой и р|а = ВТВо. + Ву» К - кольцо главных идеалов. 








Тогда 46: р] ве . Док-во. индукцией по к. ТО. очевидно. 20 .Проведем ДЛЯ 

а = вуво. Возможны два случая; а)р|в- — все доказано. 0) Авт ео И втвза-. 
имно просты. ==>1 = втм +ри. Умножим это рав-во на во. Во=Втвом +рИВо => | 
Во=ам + риво=» во=ратмериво, т.к. ра. Последнее рав-во означает, что Р| во. з 
Определение. Кольцом с однозначным разложением на простые множители{короче,' 


`факторналы кольцом, гауссовым кольцом) наз. целостное кольцо К со св- 

вами: для \Иай О: ча=и Рт--.Рк» где И р; - простые, к - конечно; 
<) сли есть два таких разложения а= Ш ртро...рк Иа =97 41° 7.*...Ч с › ТО к=.$ 
и аРи:= Р, ).‹- где М [4 .(эти два свойства выражают "однозначное } 
тазлояение на простые множители!) } 





аа уах(ЛЮбОЙ идеал содержится в максимальном). К - кольшо глав- 


ных идеалов =УТ = (рт) ‚ по лемме 5 рт- прост =? а = ртат; проделаем то 
же саги т.д. Докажем, что этот процесс кончится. Рассмотрим (а) < (а1) <... 
= ы. (а) — идеал в К =>7 =(в), но элемент ве(@,)=> ва (а;) при некото- | 
ром < => (а) = (ам) =... и (а)=(в), в = р > прост. т 
2. Пусть есть два разложения. а- % В Р.^-.. ‘Ре, и а= 9. $, ‚. У РЗЕ пр" 
остые, расымотрим 9. ; 9 |а = М." Вр , по лемме 6 а Гы ==> (из р 
ты № ) ЧЕ Ры ит.д. 


Определение К - целостное кольцо наз.евклидовым кольцом, если 4$: * АИ, 
(будем называть 4’ - степенью а) со свойствами: Т) 4”’(ав)= %“а); 2) Уа, веКи 


0 ЭЗ49,Сек( 9 -"частное", %-"остаток"): ‘а=4в+ ри (4(,)<94) или | 


С = 0). Примерн. 1. Де (а) =|а|; 2) Ех] 9$Ф(0))= 4, р(х) - степень мно’ 
точлена. | , 
Замечание.Св-во 2) в определении степени $ означает, что в кольце К осу 


ществим оС Евклида деления с остатком. ь 
Теорема 2. якое евклидово кольцо К является кольцом главных идеалов. | 
Л-во. Пусть 9-я К - идеал в К. Рассмотрим в 9’ элемент в, такой что Ч(в)= 
= мп 4”(с) ‚ т.е. в - эл-т с минимальной степенью. Утверждается, что {” =(в).: 


Вобъмем \ а«9”, для пары (а, в) Я 4,#: а=4в+% либо 9@)< (в), что про-! 
тиворечит выбору в (почему те $?) - либо 7,.=0 =>ав(в). | 


Следствие. Т) 2 - евклидово => «- кольцо главных идеалов =. - факторит 
ально. Теорема 1 для наз. основной теоремой арифметики. ы 
2) Е [хТ- евклидово => Е[х] - кольцо главных идеалов (всякий идеал в | 
Е] имеет вид т(х)' Е[хХ]) => `ЕХ] факториально. Простые элементы в Е[Х 1} 
наз.неприводиымми язиаменевый многочленами. , р 
Задача. Найти все неприводимы-е многочлены в вы}. 
Лекция ТО. и 
Теоремы Ти 2 предыдущей лекции обозначают, что имеют место такие включе- | 
ния:(езвклидовы кольцатсфкольца главных идеаловуе { факториальные кольца. | 
На самом деле эти включения точные. ! 
Примеры: Т) Кольцо Е[Х,У] многочленов от двух переменных не является коль- 
цом тлавных идеалов. Рассмотрим множество многочленов в нем с нулевым сво- + 
бодным членом. Это мн-во - идеал) (докажите!), но данный идеал не является * 
главным. Докажите это. (Указание: хеЛи уе т). 
Задача. Е[Х,У-- факториально. Залача. Придумать пример (или найти где-ни- 


будь) кольца главных идеалов, Не являющиеся: евелидовыми . 

































2) Не всякое целостное кольцо бакториально. Рассмотоим ДЗ! =ф +7 


пейА 2[\-3 |< 0(/-3). @(У-3 ) - поле, следовательно г 2.13 колых 






стнобти. В /-ЗЧесть норма /^/ : [УЗ АИ (м + п У-З) Е (и +318 т //(ав) = 
/У (а) //(в) /проверьте!); ЖТ) =Т, (а )= Ла) —>//(а) = Т=>а ==Т - де- 


лители т. Разложение на простые множители в2!/-3] возможно (докажите), но 


оно на единственно! Пример: 4 = 2.2 =(1+\/-3)(1-/-3). /Докажите, что 2 и 12/3. 
— простые./ (См.Кострикин, стр.ве3З). : вы а. 
евклидовом кольне для любых аи веК (в #0) А=46"9, 949 /, 
б=Ч. +1; (и) Зи, гк. бое 09,0 кем: Хак к, 
и кн = Фкы Ск), бен ”” 
Лемма Т. "к= НОД (а,в) Эта лемма позваляет находить НОД для любых @,в)в ев- 
клидовых кольцах. ‘ } | 
Упражнение найти НОД (41193635 , Те8От) р р 
Б кольцах главных идеалов для любых ав Ка} : НЮЮД(а,в)=аА +в. Алго- 
ритм Эвклида в евклидовых кольцах позволяет находить „2 р для любых а,в. 


Упражнение. Найти оС иРдля а и в из предндущего упражнения. ь 
такая пара» и ф не единственная. НОД ав) = а/+ вр= а(=/ +в)+в(-а). 


Задама.В евклидовых кольцах К для у а, в0 3 !>,Р такие, что НОД(а,в) = а [+- 
‘ври 5 (>20) = $, 9) = Ф. 


`Упражнения к Зи 64. 
— целостное кольцо. 


® = = ==> 
5201 — факторнально. оп 
За ы 1 (= а” 1, ..чатхна,\ [о а) У 
лом. Задачи 2. и 3. показывают, что включение ] 
ториальные кольца \% - строгое. 
4.Доказать, что ненулевой элемент р фактофиального кольца К прост<=> Е/зК - 
целостное кольцо. ке 

. Если целосное кольцо К не поле, то К[Х | - не кольцо главных идеалов. 

. Если целостное КолЬНо КсР - поле и у {=Е р =а/в, то Р= ©). 
. © (©) =© (#721). 

. Найти ВОД (15. .4.т, х6.55-64 7х3 х94бжнб) т йа 9 
. Есть ли общие корни у следующих уравнений? х”’-Зх“-Зх-4=0 и х-5х +9х“ - 
-18х“- 7х -4=0. | 
Т0. Р(х)= х3З+ахьв. Найти вое а,в, при которых Р(х) имеет кратный ковень (м. | 
б., комплеканый). , 


п. Р00= хАлахеьвх +0: Тот ке вопрос. 
—Те. Будет ли кольцо многочленов над Е, целостным ? 


13. Разложить на множитель вх, Ви 6 Ат, хина. 
14. (= А <> Ё- Поле 

‚ $95. Кольцо ниогочленов и поле отношений. 
Рассмотрим кольцо многочленов над полем Р Р[2). Напомним, что если Г - ко-! 
нечное поле, .то Е[Х]не совпадает с кольшом функций на Е (вопомнить пример). 
Е[Х] - евклидово кольцо, $ ( ры 24 $ „степень многочлена. 
Делителями единицы в ЕП являются эл-ты Е“ = Р\ 40 у- обратимые‘ элементы 
поля ТР и только они. Простне элементы в РО наз. неприводимыми миоточленами 
Поле частных кольца Р[Х]0 (Е[Х1) обозначается символом Р(Х) /смена квадфат-: 
ных скобок на круглые./и называется полем рациональных дробей от переменной. 
Х.с коэффициентами вЕ. - 


не является главным идеа-. 
За, Е 
кольца главных идеаловус3 фак 


02-1051 


че) 


Определение. Дробь 2/3 наз.несократимой, если НОД а 4.) =1. 2/4 наз.пра- | 
вилЬной если 424. < 4 4 . Определим $93 (1/9)= еаф- р 4 . Это число не за- 
висит от представления дроби, т.к. ^.24 ( 2. 9) = 2 ф + 028 8 „ Условимоя, что | 


ое — 59 (это удобно). ,, р 
Лемма Т. Каждая рац.лросбь 7/1 из РОО) однозначно представляется в виде суммы. 
многочлена и правильной дроби, } 
пох во, Расемотреть и и @ для Фиа из алгоритма Евклида. 
пределение. Правильная рациональная дробь 4/9=Е 0) наз. простейшей, если 
4 рт, и>Г, р =р(х) - неприводимий многочлен и 09 ф^ “ем, р. 
сновной теоремой о рациональных дробях является , 
Теорема Т. Каждая правильная рациональная дробь 7/ $ может быть разложена 











19. } 
единственным образом в сумму, простейших. (Л-во см. Кострикин, стр.238-24Т) | 
те „.Сформулировать и доказать ее утверждение для поля ® =© (=). 
ЗНА а ие ХО+х хат на — 2х -т В ЕЁ Х16 остатком. 
То же самое в В.ГХ 

Задача. Вывести формулы ее 

Е»Гх УЛ. 
ИН ‹ 66. Расширения полей. Алгебраическое замыкание” 
` Теорема(о существовании корня) .Пусть р(х)е Ех 1- я многочлен. Е. 


Тогда существует Сиене поля Р - поле В (Рт> Р) такое, что в Е есть 
корень многчлена р 
Д-во. та = `"ЕБУЬсо. Это поле (докажите!). Обозначим 60 Ту: 


и С: РЗ + РБА — естественная проекция (кольцевой гомоморфизм). Ре ЕГО! 
—ФХ: Е >Р. вложение, и можно для элементов ав Р (а) отождвствить с а. 
Пусть р(х)= а И. на + Этот многочлен мажно рассматривать как многочлен в' 
в Е. [х]. Корнем, О ЕР ВЕ т] будет (ХФ, где Хе Р[Х]. Действи- 
тельно, @„, (К “+ аи (Х асе о. ньь Я (60) = 
о. а йе (РР) =0. 6<. 

Лекция 11. Отступление Т. ©. . 
ВЕ ра + т- неприводимый мн-н.(Д-ть это.) Ру = в[Х1/(+ Т). Как Г. 
зотвоено РГ? Пусть (+1) =. Для всякого многочлена 4(х)е РХ] в клас-. 
се #(х) + есть линейный И Действительно, г Е = воет) ® | 
з (5), причем 424 $0 < д (ХТ) =2. => 7 (х) = а+ вх. Рассмотрим 
| Класс ТТ, (х Г) = х°+-Т =-Т+9 . Это означает, что класс х +Т яв-? 
ляется корнем многочлнеа х“+Т."Но не поле Ру называется полем комплекеных *^ 


чисел, а некий изоморфный т объект, элементы которого изображаются точками, 
плоскости: (Кострикин, стр. 19 Т абзац.) ь 


С =Та + вё| а, вЕ В. , = 7, й=а + всизображается точкой на плоско- - 
сти © координатами Е = Вет - вещественная часть ®, а в= МЕ - мых 
мая часть 2 „Элементы а = а+ 0% отождествляются с действительными числами“ 


= у ‚. а +бе+а. +6 = (4+4) +4116.) , р 
29Ф ДОЙСТВИЯ: и - ь) = и. + (а, ЕН , 0=0+0.с) 


Задача © =1( - - | а,в вс. Найти характеристику 6. 
ВС а инволюпия ыб:хе=хч+су ны й=х- О которая наз. ›‚ 
сопряжением. У пражнение ЕЕ ООН С , 


| ао Е В еде в То БЕДЕ Е) = х/ (хую) - 7/9 


+у°). Аргументом Е = х+ су называется угол ол __ ас а ат4 =. дуло 


$ в Е>[Х,У]; (х+ о в В.СТ; (ху Ув 








копоти чит 


= = х+су называется число || =УЕР = Ух хо+у В. С нет"естественного"но- &. 

рядка. Введем на плоскости С полярные о Ы =:7. 6039 ; у= г 5^ 9 $; | 
# = 19 ЕСКиУ = "(ЧЕ \кУ ), |= а „ аче- +. = (о ры, 

+ суму! ), Тогда 22’ = (выкладки выполнить аи = ЧЕ /(с4 (4 +9 46 ик ИУ 


Это можно сформулировать в виде: , 
Лемма При перемножонии комплексных числе модули их перемножаются, а арту- „ 
менты ПИВА Отсюда простой способ запомнить и и. 


метрии) “следствие: г. р (ЧС ч ) 
Мультипликативный характер е:. — >В. / е* 9 ве“, в | 
Формула. Эйлера; со5Ф +с9^ У = И: . 
Но 6Х - вполне определенная АТ Как ее опредслить для ©? Нухно опред. -- 
деление , в котором участвуют только аперации поля. в = Т+х+ х/@ +. 





Е Е 














2 (4) (24) ЗИ 

Я о. + с. т Е + 1 -а +. с (ч- 
з В „у у у . Е: 

и в $ - в ). Но соб =Т-& -7 у Е Г + 

+ т, +... еб 6054 + Цыч 1 Значит, я = Ее” я 

р о. кото С см 

УражнетЕОи а в" # 528 ‚ @ г т В = УМ. 

Корни: #"=м/ ; ПА [© и а 

Упражнение» м 1, [ О НИ т. Е я 

Задача, т. Г’ образуют С группу по УУНОЖННИТ. 

Задача. Ко= 7 а+в) а =4т. | К -{а а+в 1 | = 0$. а)Изоморфны ли 

Ко И К ? Пусть Кр 6 и / а-+в и =р +! 7 6) Описать, при ка- 


ких (т, 4) Кр, 9. изомороно С; Ко; ра ”, в) Для Ко построить "тригономет- 
рическую форму " чисел. 
Отступление 2. Конечные пол 
т - конечное поле. Слах.Р = р. Тогда Ро>Е. о означает, что элементы 


из Е можно складывать между собой и умнохать на элементы из Е у т.е. Е - ве- 


кторное пр-во над Е |! Пусть и, Е =. РЕВ базис ет» *+.›@. тои. 
УаеЕ а вок: о = Е. => || = р’. Поэтому Е обозначается т . 
Лемма. \ае Ел является ое некоторого мнорочлена р(х) Е тр рае ой 
Д-во. ВЕ т рассмотрим элементы Т,а,а ое ТВ оби ры то, сии ли! 
нейно завясимы. => 44, м. )-. 20 ›Н@ вое равные 0, такие а в. ны. а - Е 
_ =0. Но это ознамает, что а, является корнем мн-на В, с тЫ ® 1 
Определен де. Элемент а ©. Е: (т — расширение поля Р ) называется алгебран- 


й 


ческим над Е, если 4 ре тг такой, что р(а) =0. Если все а< Ру алге<- |. 





в. 


раичны над Е, то ЕТ наз.алгебраическим расширением Тк Г 
Пусть в >Р - расширение поля Е. Товорят, что Е. т Является конечных не 

рением ГР, если ое, Е а я 

офи. В = = [Е Т.:Р] - наз. стеценью расширения. /Замечание [2т: р | как полей | | 

[Е :2] как дин групи: ЕР п: Е] = О Ерп ау 8 [Ел :2 [ как эд- | 

дитивных групп - о . Не пут о. ы 

Слелсшвие Т. Е п является алгебраическим расширением Ср» 

Следствие 2, Ебли [Ру:Р]<® , то РТ — алгебраическое фасширение РГ. 

Рассмотрим, например, Г=Гоз. ВЕ 2[2 Хх рассмотрим - То: ро не-‹ 

приводим (нет корней). о. Гз= {ао е нЕ И - Г. 53 = 4+19 

т: ЕГО” В ‚ л(40)) =#@). Ка Т= 419%)19 6) =07 = о Е Е, [Х2 и 

Задача Брак. а зы 

Теорема: УЕ 3 т : всякий многочлен :а (ЕЕ [0 имеет в т корень. 

Д-во будет использовано (и напомнено) ниже. 

Лекция 12. 55. Алгебраические расширения о 
Определение.Пусть р: ВХ] >В (где Е - расширение поля Р), такой, что в Е “Ср 
ир: Х+> « имеет ненулевое ядро. Керр = (т(х)) /напомним, что (т) - 000- 
значает главный идя идеал ‚, порожденн ый элеменсом т/. Р(х) неприводим. &0- 
жно считать, что ат. Такой р(х) =1че (4, Е,Х ), однозначно определенный 

элементом о, наз. неприводимым многочленом — над. Е. 




















Предложение Т. В: = п< © => 1 алгебраично над Е ,‚ Обратное предлохоние 
неверно: а) пб: = а 6 [К алг.над < В2 - алгебраическое, но 
1; @] = < 6) к - поле; Е =, М ,, где [Е :к 509 к = оо К =, 
РЕГ 1 ы = у — ы ы 
Предлоленией. ксРСЕ - „расширения. Тогда: а)|В:к|=[В:Е] Е: и _^ если 
Е к 0.5 — базис № нап Е — базис № 
Е о Е о и Е базис В над Р, то 49 а Пе базис № 


над к. док-во. и — — порождающая састема (вое суммы “‘конечние) ; легко 
видеть, что они ей независимы, Все. 
Пусть ЕРък. [П:к [< 35 [Е:Г][6=9 и [Р:к]< 29 
Определение. ксЁ, деЁ, к() обозначает наименьшее подполе Е, содержещее 
т а Ех ОР 
роверьте, что к(е(<) Н т 

Предложение 3. 2 ПЕ алкебраично нал к. г. К( о )= к [=]. /Напом- 
ним, что кГил= =11 (4) 209) е КГК 1 ‚ [Е ):=п<® ип=% теб, _ Ю 
Лок-во. вспомним первое определение лекции Те; р: к КЕ [м] = `мр= 
к] /(р(х)) - поле => к[«ТЬ к(е0), но кА] кк) к Е=ак(х). Т,, 


т 1 — линейно независимы над к (т.к. р(х) =. (%,к,Х) - наименьшей 


_ гепени). Для всякого 4 (Е 1 {0 =9 (х) р(х) + © (х) причемоя = (5х). 


} 


2 9) == 2 Е И Ти: порОщаюс ки 1 # Воез 
Следстви е."Трисекция угла" и "удвоение ку уба" — классы еские задачи древно- 
сти о построении с помощью пиркуля и линейки - неразоешимыь 

Трисекция угла. Задача ставится так: указать алгоритм, последовательность 


построений, с помощью которых по любому данному углу Ф строится угол Ч /3.! 
Т.к. дана еще единица масштаба (или ее можно выбрать производьно), то можно >. 


считать, что задано комплексное ‚Зисло 2. = 9 Е Три секция сволится к ност- 


СУ З я з . ы 
роению \“/ = е^ ъ, \\/ удовлетворяет уравнению м/”= 2. Пусть к = ©( =); хе =и 


= Те (м ,в,Х); © (\/) =Е ; [Е:к]= 3 (см. предложение 3). С помощью цио- 


куля и линейки мы можем 1 наше первоначельное поле кс: = вос бое .. 


/ ом 


но только так, чтобы В. 1 Е =2! ЮЗя а“ (см. предложение 2). 


Улвоение куба, Идея та же, В этой задаче надо строить м = Дать по- в 


_ добное Вет ВО самостоятельно. | 
ПоксР, Ес| и ЕСЁЬ ЕЕ обозначает наименьцее подполе ‚ содерхащее 
Ви. Ё 


Е 


грамму: Е верхнее поле содержит нийнее. 
О А { нах меньшее подноле о сопезхощее 
Е ыы И - 
ки АА о Ясно, что о о — 1 аи А 
м Е - конечно порожцено нед к, если З/ и... в. =, тТЕкие, 
что [Е ба. 4% 
Преллоление 4, Вок - конечное расширение ==> в конемно порожщено над к. 
Д-ВО. х,. д, — базис № Над = все 


Воли = А. И Лу ВЕ РСЬ Ри ‚ то 2 
Далее, если (2 Рок идэх - алгебраич. на 
Лемма. Пусть кс. к(54) с к( в) с. о 
В ие. ) коненчое алг.расти е над к. /Лля док-ва воспользозаться 
тем, что км /д=к(м.)(ы,) м предидущим замечанием. 

Слепствие, Конечно порохленное алгебраическое расширение -— конечно. 









Пусть теперь ‹_ не алгебраичн 


Е? называется композитом полей Ни Р. Вместо Вък фисуют такую диаг о 








ие 


о 


если известно, что они трансцендентны. Можно такае выбрать 2.= 0,1100010... 
(Т стоят на местах с номерами, равными п!) 

Задача. Док-ть, что это число траноцендентно. (Указание. Сначала доказать 
следующую о если В алгебоаичн над Ц, то Зие М и С?0 такие, что 


у р/% |] Р- р/а | Г с/()п. /< таким свойством не м" 


и порождено над ©, подле конечно. 
$6 Алтебъаическое замыкание, 
В этом параграфе будут доказаны два основных утверждения: 
и 


Теорема Г. Для Ук - Вок такое, что в Е любой многочлен и ЕС} имеет ко- 
ВЕН . 


[8 в. доказано утверждение: к - поле о ыы 1- неприводимый многочлен, 
тогда 4 Е2к: р(х) имеет в Р корень. Такое расширение поля к называется 
присоединением корня р(х). Следствие из этого утверждения такое: Пусть Е - 
поле 4. ты „ЕР. Тогда Ч ЕРЕ такое, что 2, имеют в Е корень. (Ее-: 
тественно, надо последовательно присоединять в. 2. ) 
Определение. Поле Е наз. алгебраически замкнутым. если всякий {ЕЕ Е 


имеет в Е корень. 
Замечание. Если Е алгебраически замкнуто, то всякий многочлен степени п 


из В[Х [имеет в ЁЕ п корней. 
Теорема Т. Для всякого поля к существуют алребъаически замкнутое поло Е>к.. 
Док-во. Конструкция Артина. Построим Ерк такое, чтобы все ва к] Х имели бы 
В ЕТ корни. Для. любого Фе ы к рассмотрим синвол Хх 2. В кольце к[4х еы | 
известными являются все символы и: Се а рассмотрим идеал, порожденный мно * 
гочленами { {(х,)( ‚ -Л. Утверидается, что Т х кПХА]. Дейстни а 
если это не так, то 1 = 4,4: №) а (К) +..+ 9 е. (К) (©, где Чек ЦА | 
Рассмотрим расширение поля к<Е ‚ в котором лежат корни многочленов И С 
(следствие 2). кИх.сЕСХАД. В кольце 5 Х:{ ] соотношение (Х) тохе дол 
Жно Цвполняться. Нов = ©0108 элементы (л ‚„,&к Такие, что 2. (“;)=0. Подстанив. | 
- (+) вместо А =. ‚получим Т = 0, Проти своречие. 
` Пусть м - максимальный идеал, содержащий а = к Х Им — поле. в 2: ‚ 
любой многочлен { (х)е к[Х1 степени =Т имеет Ор класс Ху . Можно сказате 
что Ёт получается присоединением всех корней всех многочленов к Х]. | 
Теперь можно построить о >Ёт, присоединив корни всех многочленов из в. | 
затем №. 25 и т.д. кс с 655... Рассм.В=УЕ,. В - поле. ЕЁ алгебраически 
замкнуто. 
Следствие. Для любого к существует о $ над к алгебраически зам- 


кнутое поле К (оно наз. алгебраическим замыкапием поля к). 
Док-во. к Е ‚ где Е ть — алгебраично над к. Мох О считать, что мы сначала 
® 









и в нем расозатой 


те ажем, что 1 = ел 





построили Ё - алгебтаически зам С тое пос, 
ваем объединение всех алгебраиче ческих эвлемет 
тебраически замкнуто. Пусть “ЕН. и алгебранчи 2 
из Х такие, что а; чае + +. + а =0. Ра омОтр ИМ с: )5к = ото раб 


ширение конечно порожденное. Все а; - алгебраические пад к, слеговажельно, 
к(а,... ‚а)5 к - конечное расширение. к(а».ьь›@ц» &) 2 к(абьь о. ха - а 
ое. 





Тогла, зу Ар, Ять о... ап 


гос 


т 
раическое, следовательно, конечное. Получаем, что (арка *) 2к- ‚хо 














печное ‚следовательно, алгебраическое ==> -алгебраично над_к = 
< ЕГХТ, $ имеет корень оС в В. „/ алгебраичен над к, имек, 
к - алгебраически замкнуто. Ве?. 


2.Ллробраическое замыкание поля к определено однозначно с 
изоморбизма. Это следует из такого утверидения: пусть к - по 


гебраические расширения над к. Воли 1, Ё’алгебраически замкнуты, то сушест- 
вует изоморбизм ©: Е > Е’ поля Е на Е, индуцирующий тождественное отобрале- 
ние на к (см.Ленг, "Алгебра", стр.196-197). 


Приложение Т. © #б. Как вы знаете из курса анализа, © - алгебраически 
замкнуто. @&- подполе С, состоящее из всех чисел, алгебраических нед ©. (тли 
просто алгебраических числе). С несчетно, а © - счетно. Действительно, ал- 
тебраических чисел "не больше", чем всех многочленов с коэффициентами из ®.. 
Последние представляется в виде объединения счетного числа счетных мнотеств. 
- многочленов с коэббициентами из © биксированной степени. это дает еше од- 
но доказательство (не конструктивное, правда) сущетсвования трансцендентных | 
числе. Видно, что трансцендентных чисел "существенно" больше, чем алгебра- 
ических. Вообще, верна следующая лемма: 

Если Е - не коненчое поле, а Е ЪР - алгебраическое расширение, то мощно-. 
сти Ри В равны. 
Поиложение 2. Существование Е п . Мы знаем, что если Е п существует, то 


се. пи |= п. Вспомним, что если к[хэр(х) - неприводим, и #9 р(х)=п, то 
[КСЧ/ Фо) : к] = п. Естественю, постараться доказать, что в Е ОЧсущест-” 


вуют неприводимые многочлены любой степени п. Будем рассматривать только (г 
иведенные многочлены, т.е. те,у которых старший член с коэфоициентом 1. | 








[4 












Пример. р=е, к= Е. о о 
г я отенени -Т Г. . : 3. 6: К Ик = 
многочлены со ст.коэбд. о жбкьекнх, от 
т приводимые = 3 юк О = И" д 
неприводимые И + К+| 2 Кен КА | 


Залача. Заполнлить графу п=И!; в случаях 1=1,2,3,4 вывести формулы для чела’ 
приводимых и неприводимых многочленов в Е. СХЗ. Вывести формулу для У Е 


числа неприводимых многочленов степени п В Е_[}]. | | 
Подойцем с другай стороны. Вели Е рп существует, то | (Е) И: 
т.е. мультипликативная группа имеет порядок НЯ Следовательно, дяя а, 
и или <>. является корнем многочлена х?“ -Т. Добавим еще > =0, $ ве 
ие" бы па Ерл являютая корнями -@ (х), Рассмотрим в Е б Е. >: 


а 


б: из ы?. ©- гомоморйизы полей. Действительно, (ху)РехРур и (ну)Р= г 
= хР+УР. (т.к. биномиальные коэф. сравнимы с О по мод.р). Этот гомоморанам о 
называется гомомоффизмом Фробениуса. ри | 
о Вы в | 
Рассмотрим Ру = {%еЕ Е, |6 (= и’ =06 , Е; - поле: 
(проверьте это!) Р>Е.. а — алгебраически: замкнуто, следовательно, Ро=! 
= хР-х= Ц. (х -() (в Е. У 2(х) нет кратных корней.. | 
ое т ны „ * ря к ь 
Лемма. „сявляется кратным корнем 9 (х) ==> „- общий корень 9 (х) и произ-.: 
ВОДНОЙ 9’ (х) Док-во - самим. | | 
(м / _ ПР-Т фт у 7х) вообще нет к У о 
= хе -х. { в вх —Т = -1. У + (х) вообще нет корней и, следо- 
вательно, у. (х) нет кратных корней. В разложевии (3%) все „ - тазличние. ' 
р : р | ПН И со 
Из того, что степень с ИСО = р", следует, что || = р, а таке, чт 


и: 
п 
ВЕ 8 = 





СЫ 


КОНЕЦ 1-ого СЕМЕСТРА. 
х 
: х 











3, {4 24? 
Лекция 14, Молули. 24(7) 

В этой лекции К — ассоциативное кольцо с единицей. | 

Левым модулем М над кольцом К (короче, левым К-модулем) наз.абелева группа. 
(М,+) с операцией, обычно записываемой аддитивно, и снабиенная операцией ум-. 
ножения слева на элементы кольца К, т.е. отображением Кхм > М,/(к,м) = ки 


со своиствами: (т) к(мт+мо) = кмт+ кмо; (М2) (ку+ко)м= ктм +ком; 
(м3) (ктко)м = кт(ком); (М4) дм=м. 


Последиее свойство в "старой терминологии" называется унитарностью К-модуля 
и является лишним, если у К нет единицы. 
Упражнение: ‚О*м = ? 

Грубо говоря, модуль - это векторное пространство, но не над полем, а над 
кольцом. /Так еще А.Б.Сосинскии/. 
Примеры. а) Любая абелева группа является модулем над кольцом 2. (п,а) 1-> па= 

=а`+ а +...+ а, Проверьте св-ва (МТ - МА). 


и. Упражнение. Любой модуль над 2 является абелевой группой со струк-. 
турой -модуля из примета а). у 
Всякая абалева группа А является модулем над своим кольцом эндоморфизмо1 
ЕП А. ИФА =: АЗА| Ч гомоморфизм у. (№а) > 4 (а). Проверьте м1-и4. 
в) К=ЕР- поле. К-модуль М есть просто векторное пространство над Р. М=\У.. 
| Пусть К = ЕХ- кольцо многочленов над полем Г. Что такое К-модуль М? 
М`= абелева группа по сложению. ЕС Е[Х]. М - Е-модуль => М = У - векторное 
пространство. Кроме того, для \/ хе \/ должно быть. определено м Ая | 
т.е. Х можно. рассматривать, ках, отображение Х:\/ > Усо свойствами: Х(\ 4; )= 
и — 9 ра м3 : 
=ХАд+ ХУз и Х(а^г) 8 (Ха) “ах” = а(Х\), где аа, ь я 
Эти два свойства означают, что Х - линейное отображение (преобразование ХХХ. 


Наоборот, если задано линейное преобразование г ; /— И „то М можно наде- 
лить структурой ЕСХ1 модуля, полагая: 4 (Юл = (=) = оо) нат. 


„2 

для всякого ФЕ\У и {= РХ]. Аксиомы МТ - №4 выполнены. ; 
д) Кольцо К является модулем над самим собой /обозначение «ВУ Е 
Аналогичным образом определяется правый К-модуль М: МХ КЮ->М, (мк) => ! 


‚> мк. Если К - коммуталивно, то понятие правого и левого К-модуля совпадают. й 
Действительно, положив (по и МК = км, получим соответствие межу = 
правыми и левыми К-модулями. В таких случаях модуль называется просто &-моду-. 
лем. 
Опиределение. Пусть МТи Ме -два К-модуля (слово. "левый" будем теперь опус-' 
в-2Ъ), 9: М > М. наз. гомомороизмом К-модулей (или просто —гомоморфизмом) } 
если У(мт + м2) = У (мг) + У (м2); Я (км) = кЧ (м. 
Сохраняются и другие понятия теории групп: подмодуль (дать определение всех 
приводимых ниже аналогов прежних терминов); ядро, образ, изоморфизм модулей, 
фактор модуль(по подмодулю).. Е 
Основная тейрема о гомомордизмах (эпиморфизмах) и две теоремы об изоморбиз- 
ме дословно переносятся на модули. . р 
Пересечение 7 //: любого семейства подмодулеий № <. М снова является подмо- 
дулем. я 
Ца модули Легко переносятся также многие понятия из теории векторных про- 
странств. Так, понятия линейной комбинации, линейной зависимости и независи- + 
мости, системы образующих (модуля или подмодуля), понятие базиса - все это со- 
храняет свой смысл и в теории модулеи. и 2 ета, 50 
Упражнение: подсистема линейно независимой системы - линеино независима, 


Пример (внимание!) Система из одного элемента может онть линейно зависимой. 


с 


рассмотрим 2. как 2 -модуль . Тогда для элемента м= е при 6е27. система | 
беоне р . _ 
Кроме того, не всякая линейно независимая система дополняется до базиса, и. 
вообще, мало модулей имеют базис. 














- | м 
Определение. Модуль называется модулем конечного типа,если у него есть ко- 
нечная система образующих (не обязательно линейно независимых), и свободным: 
модулем, если у него есть базис (не обязательно конечный). 
Замечание. Подмодуль свободного модуля не обязан быть свободным, например, 
М = 26 2№ 0. 2.2 г М рассматривается как модуль над самим соб 
Определение. М наз. (внутренней) суммой своих подмодулей А и В (запись: М = 

\ - г^ 2 

= А+В ), если Уме М Чад ивЕВ : м=ач в. Эта сумма наз.поямой, : 
если разложение м = а+ в единственно.для всякого м.Обозначение: М= А + В. 
Лемма. М=А+3В ==> М= А+ ВИАПВ = ох . Док-во провести самим. 
Определение. Если А и В - К-модули, то их(внелняя) прямая сумма А $ В оп- 
ределяется как множество пар (а, в) с покоординатным сложением и умножением 


на элементы К, не 
Лемма. М =А +В. Тогда М = М. = А® В. Док-во провести самим. 


Задачи (отступление) Докажать следующие утверждения для групп (не обязатель- 
но абелевых):группа б- является прямым произведением своих подгрупп б., К=, 
2,....п (изоморфна "внешнему" прямому произведению бтхбох...х@0), если р. 
7 с да, ‘ В ‚у уе а. ‚ .. О: 2 № 
ТЕ: у 2“ у Ее 94 (а: = СТ”. 1 Е 926, Е 5), 
_ 13. Запись М - единственна, и 
2, Лок-ть, что условия ЛЛ - 13 выполнены => - а, в 
ее | зы: м № 
М, <:-^ С К =. и Пе, С == Стб... С. И Ук С ( ты Е. | 
Легко доказать, что прямая сумма свободных модулей свободна. Также легко ви“ 
деть, что всякий свободный К-модуль конечного типа с базисом ет,е2,...,е |. 
изоморфен В ет + Кез + Кезт... ТКе. и „КФ... ® К п слагаемых). ь 
Теорема:К - целостное кольцо, М - своболный модуль конечного типа вед К, | 


—_— 


ет,@2, ...,@п - базис. Тогда всякая система Вт,....В) С МУП линейно за-! 
висима , № 
- Я Сы 

и ее 4 Заз | ь Ей ^ № 
РЕВ В А, р Пусть 2 вре. .-+ $ „ВыЕО- Это эквивалентно систе-№ 


Вы се ме: Рен + 2 р инь = 9 ы | . 

р О и. Ух сх ь 
КсъК — поле. В К" последняя система имеет ненулевое решение о, ‹.. и. 2 и 
Приведем эти числа -к общему знаменателю: = 5 м ненулевое - 
решение. в К..Все показано. р р 


лелствие. Все базисы равномощны. Если мощность базиса конечна, то соответ-* 
ствующее число называется рангом (или размерностью) М. г 


К-модуль М наз. циклическим, если М УК/(к), где (к) - подмодуль „К (или 
идеал), порождённый элементом к. 
Элемент маМ наз. периодическим, если 5 кеК : км = 0. Модуль, все элементых 


‘которого периодические, наз, периодическим модулем. 
Модуль без пениодических элементов наз. модулем без кручения. СовокупЕессть 


периодических элементов модуля М образует подмодуль, который наз. подмоду- 
лем кручения и обозначается Тор.М. 


Пусть К - кольцо главных идеалов и целостное. Е А. 
Теорема. М - свободный модуль ранга к, МСМ. Тогла // — свободный и 9 М№М= к.! 


Лок-во. Индукция по к. к =Г. М УК, Мо М<>. ^/ -Ё - идеал в К, но К - то, 
льшо главных идеалов => 7 = (а), За - базис в А/, т.к. К - целостное. 
Пусть теперь М = п,А/СМ. М = М т © Кет. Возможны два случая: а) ИМТ 











тогда все доказано по предположению индукции. И а [ ем р 


Кеканы" уе. < 5 №1 








5) 
[®. 


Е 
5 


$2. Модули над целостннми ко 


В этой лекции К - целостное кольцо главных идеалов, х 
теорема =. Подмодуль А свободного К-модуля М конечного ранга (, свободен, 


Дот." одери по Ё. | 
К, М можно отождествить с К. Тогда А - идеал в К. А =(а) 


те. и если АХ 0Т, то А =Т. , 
5 Пусть для всех п <7, ВО верна. М = М ®М 


бо модули ранга Ти '-Т соответственно. 
а) Ас М; = тогда по предположению индукции все доказано. 


9) АЯ М... Пусть ет - базис в Му. Любой элемент ав А представляется как 
сумма а = ке]+ м, , ‚ где м, Ме. . 
Пусть . Е { КЕК | Д аеА а= ке+ м. вы Тогда © = [01 <— вып. условия 





р 5 О Мт» Му. ее сво’. 


п.а). $ - идеал (проверьте); $ = (кт ) /К - кольцо главных идеалов} => 
==> ЧАеА в а = кет + м, |. — АЙ т Ат - подмодуль Му ,,% Ара ® То 
Тогда А = КФА: (докажите это) и 9 А < Ту" -Т=@ $ 


Определение. мем, где М - ‚ К-модуль, наз. -периоди ким, если Чк#О0, 


‚ кеК такой, что км = 0. 1 

Если У ме М периодический, то М наз. периодическим модулем. Если в М нет › 

периодических элементов, то М наз. модулем без кручения: м 

02 М ={1мЕМ [м - периодический $ — образует подмадуль М и наз. подмоду- | 

лем кручения модуля М. 

Теорема =. М - К-модуль коначного типа. без кручения. Тогда М - свободный 1 | 
модуль конечного ранга. 


Док-во. Пусть ет,...›@х — максимально лине! йно: независимая подсистема обра-. 


зующих (она непуста, т.к. ет - ланейно независим, р периодических эл-товй. 
д = (ет, ..-›@п ) - свободный Подмодуль М. Для любой образующей модуля М, не _ 
вошедшей в базис А ‚ Собозначии ее Вх), найдутся 1 не равно Ве. В совокупности, 
элементы. кольца ов. такие, что.к Ем ++ тет+ а к ТО РЕ В 
ЕД. в„-ых - конечное число (т.к. М- модуль конечного типа). Пусть к= НК к и: 


БОЙ морфизм. модулей 6’: М->М: 6 (х) = кх. Образ 6’(М) - подмодуль 
звободного модуля А. По теореме Т 6’ (М - свободный конечного. ранга. 6 мт т. 
-ективно (нет ядра). По теореме об эпиморфизме ©/(М) =М. Все. 


Теорема 3. К- модуль конечного типа М является прямой суммой М = ЕФ ТОМ, | 
тде ем - свободный подмодуль. 


Док-во. | :М-> МИТо2. М = М-. Мт — без кручения и конечного типа, по теозе- и 
ме в М: - о Пусть ет,@о,...›@ц - базис М-. р а, = М такие, 
что |. (а;)= е;. В = (а;) - подмодуль. /Напомним, что те ) обоз чает ты 
порожденный элементами а; „т.е. (а.)=] >. ка, сумма конечна ). Е - сво-. 
бодный нодмодуль (локажите). _ 
а) М= + 10% М. мем, (ме м 09 = > к:е;, М=2 ка. ЕЁ, 


< 





(м- м) =0 = м-ме Кет_Р = ое => м=М+ (м -й): 
6) М= Е@ 10% М, т.к. РИ ТО М = _ Все доказно. 
Определение К-модуль М наз. циклическим (как циклическая т т ‚ если 
м= К/(кт), к<К. Если р - простой элемент в К, то М(р) =4 мема 


является подмодулим М и наз, р-подмодулем. Если М = Мо), то М — р-моду- 


лем. и , . ее | 
` Пример. М= К/( ("у КС риа) + + + Кр из) называется р-модулем типа (Ито: 


По). Договоримся, что п < а о х 


> 


ро 4 


эй. 
.В Ут г 














фа 


‘ворема 4, Всякий периодический К-модуль конечного типа М является прямой 


суммой своих р-подмодулей, ИЛалой яним, что К- целостное 
лов./ М= © №, ), р; - простые, и такое разлоя 


, р 
Док во. ЗДля всякого иен определим Аип(м) =] ке — КМ =ОТ. 
в К /докажите это/ назнвается аннулятором элемента м. вн = 


— ицеал (пересечение идеалов - идеал). АСМ); а 
нечного типа, ет,...,@т — его образующие. Пуст: | 


риодический =>> такие к, существуют), к =Пк,‚= Апт (№. 

к- т. главных Е = Апи (М) = (к). Это означает, чт У мам 
км= 0. к= рт а. бы разложение в произведение простых (оно — енно). 
Положим ‘и; = Е произведении пропущен @ -ый сомножитель). 9- взаимно 
просты ==?1Т = —к.4..Докажем, что М =Ф\. ). Лействительно;: ы а М ь 
м = Тем = — 4 +++ Ко 4 )м = КТС, м4. ..+К (9 м), 9; мЕМ Рё), т.к. 
р; “Чм = #0: == М, т 5) ртр р 70 сре) = [0], т.к. если 
они  ресвкаются по м, то тм == 0, ро м = 0, но КТТ + Коро = = [ =>мМ = 

М = к рим + р И = С. Все. | 
Теорема 5. Любой р-модуль М(р) конечного тида является модулем типа (ит,. ей) 
пс), Т.е. М(р) = К/(р“4) +... + К/(р"У),и такое разложение единственно, у. 
Док-во. У меМ(р) определим оч (м) = Е Апн(м= (р"){- порядок элемен- й 
та м. Доказывать теорему будем инликцией по числу образующих, 

ТО М(р) = (е). Топда Ан(е)=(ри)-и М(р) = К/(р”). 
20 Пусть для всех СФ теорема верна. Выберем среди образующих ет,. 
...@ 5 элемент е ; наибольшего порядка: 06 а. ) 2 ох (е) о Ясно, что 






хольво плавных идея 
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9 (ес)? очеб (м) У мем(р). А =(е‹) - поды о ПОВОЕНЧНЙ элементом е., - 


Док-во. Рассмотрим любой уг : 4 (ут)=. Тогда. р уте Кг. 4 ‚ сле довате тельно, 


=? 


Аа = К), $ М(р) > и Мт(р). По предположению индукции МР 

= А + ++ + Дор А, = к/р“, А, =(8,). | 
Лемма. }о поднятии элемента) Уе М(р) ‚с 7) = к. Существует уе М(р) такой. 
что {(у)=У и себ (У) = к. В 
руб е.. Пусть = риф. , где р не делится не^ё, . Тогда р уе; 
т.к. п = 0% (в. )з ми (м \ ме (р) =иэкт (если п=ку, то ру: и | 
все доказано). Умноким р^ут на р" 1; рег ® тру = р” р. = ре э = 0. бле-: 
о п в к= оса (У) = пен (е‹} => ка кт.’ Поднравим элемент" 

тр Ке,. 4 (у)= 7 (9. у и ру = р(у-брее Ке,) с. 

Ио 5 "р (0) = ое элемента не может уменыниться. а что 


| ‘её (у у) = к. Лемма доказана. а Г 
Поднимем" элементы ет,...,&, . Получим лье нов с _, такие, что ЛВ, ) = К м! 


3 
Ясно, что М(р) = А+ Роз «А +А, Докажем, что эта сумма - ‘пря\ 


тв. 


У = 8+... 6 8% ‚Е, = Ь С =; М2 (5)с Кь ОЕ Ко) = ЦЕ НО вс )= 
=, В+. +6 бо => 51 =. о =>. = 0. Следовательно, М(р) =А... 
о 

инственность предоставления: индукция по максимальному порядку. ТОДо-. 





казать самостоятельно (или посмотреть конещ док-ва). ни Е. 
20 Предположим, что М(р) можно разложить двумя т. т.е. М(р) прел 


ставляется М ИИ СЕ Вой о | в 
р О а и о 
ь < ив. =, 14 ил, 5 м 


т и, 5 13 
у 








‘аосмотрим модуль РИ(р), они оет такие тины: 
}, т.к. максимальнны порллок не ного моныше, тот 
1ещ. ч 6 =к. Осталось покоать, что) =4 
т. .- модуль, в котором каииый элемент вь сот по 
аесматривать как молуль над кольчом КИ(р) =К.. 
‚х идоалов (при пок-ро целостности важно, 9: 


в олементом, таки» пдоалы пазнваются пт зл 
(р) - свободный Кт-м Е Действительно, если! 
к/р“), го МР) рр) = Ат 6... 4% Ире. © 1 
и ИРА), и АРА; = р 

ЖИ ( (2) = Ку + ооо к Ку. 


а 
а свободногориодуля 1 ранг Е одвозначно. 
в мв 4 б=к => г = Это завершает док-во т 


ИВ Теоремы, доказанные нами, можно СС 
‚и. конечного типа над делостным кольцом гл 


























укр целое число м, простые олементы кольца в К ру,ро,. Рё Я Е ыы 
и, | та Е $ 1 Е. Не. такио, а М Ка фа $ РК ах КИ ы 
"КИС" че. Кр) че. + К/ (ре ое й 
ре, рен = ———^ Е .` 
Все эти данные. уно, и ‚: такую таблицу: . о и и. 







И. и = 
Следствие: Ре = в | р г 
Теорема_6. М- периодический К-медуль, тогда М = № ... ® М. где колгла 
М.- циклический, и АШКМ, )> Аиш(Мь, )ь 
Док-во. Рассмотрим Му= К/ (2) мрак Я с) /все р. -различныеу. } 








гм 


что М: = = К/(Е) - циклический, где © = рт... р. =. Усть ве: - образу 
модуля К/(ро) /р. е, о =>Аин(ес)= (ри )/. Равом им е = отно 
р ‘ово, что Аши(е)= г „И в = К/(е). Совпадает ли модуль, поро’денны Ш (6) с 









Пи лд,..9„“ Такие идеалы, что 9 +9) = К при всех с |. Для люб: 


г 


семейства элементов Хр»... ие К существует хе К такой, что х = х, (моду. } 












кр“ = КИК, т о 2: ние ба 


а, (Китайския теорема. об остатках). _ Пусть К = ЕслЬЦО (Любое, но с ел 





<= х- хе при всех © 
Док-ло. Индукция по л. 10 п=2, += к ке и кос < закио, чо 


кк = Т. Элемент х = хукр+ Жо удовлетворяет усл овиям лоне р 


20}; е10ка3 23р ть самим ии пос. мотреть В Ленге стр. 82-83 или в: 
обинь ср. 4 


Слодствие. В условиях китайской теоремы об остатках рассмотоим т ЕК -- 
> й КТ о $ Хх (/ й х/у, ит ). Тогда |. — эпиморразм, 
Док-во. Это просто о леммы. Все. 
Вернемся к нашему модулю. №. = брузаьь 6) порождают т 8. 
тельно, ИУмеЕМ: м=хоо: * ‚52 3.2 
летворяют условию лемми, слом орачевно, зе ы 


























х(ерч...+6,) = Хеу+...+х6, = Хер... Хе. = м => т — пакльческиы. 


Бели М - периадический К-модуль, то он задается табл цей {1 
де К 5 
(Здесь м - целое число, а не элемент модуля М). МЕ К/(рт^) 





показатели степеней - последние в строках таблицы | числа. 


и = К/(Р. "Я ть ро ) 9 М. в. (р ге ‘) © ооо © &/(р. 75) В Ясно й 910 пп (Е |2 
Ве Ани Ир) Ш Лы Е Ы Сиокалеие отит И &<1) 
Следствие. Апп(М) = (ртя ии" р: и) Зы) 


Задача (к китайской теоремо сб остатках). ЧисяоТ2 обладает тем свойств 
>. ^ к; х { - 
310 сумма ого собственных делителей 6 + 2+4 > То. доказать, чго Ул ная 
детгся отрезок патурального ряда длины п, для которого кандое из его чисел 
обладает свойством (4). 
не 5. Применония. Хорданова нормальная форма матрицы линсцио са 
преоо азозаниян. 


а о абелезвы группы -.-модули - рассматривались на семи- 
нарс ® — у 
^. Хордавова и ая форма линейного оператора. Пусть \/ - зекториос поо- 


`бтранство над К, г: И-и- линейный оператор. Пусть Е - алгебраичесни з: 
нуто, например, К = ©. Взедом в \/ структуру КР - пул 


1) МИ- аболева группа по сложению. 
2) умпожение на Элемонты поля - естествениое (\М- векторное просералоеь 


5) \иле\У положим по определепию о 7% 
Проверяется, чт все аксиомы модуля выполнены. 0 
модуль, 10 М - векторное пространство над К, и умнохение на х задаст в 

линейный оператор «.: М>»М «х\(и)=х:ы. 

Простые элементы в КГ[х] - это линейные мисточлены (х -Х) /Ё - вйгео- 
раически замкнуто/. Пусть М=М, = Е зекторное поосоразоевоь 
По структурным тесремам (тесрема 2) М ем, 0 Ех] как ьзнтор- 











ана о а о А 
бр а 1055 сели м ть > 





ное пространство бесконечной НОО оби. [К = =>, Вопи ам, = №, $8 

З=0, и \/- пориодический К[х 1 - модуль. 
`—. рассмотрим = БИ (х- ху. Напомним, ке - М — > Нат. мор: изм 
К-модулей, осли У кк . (кму) = =} (м) и - гомомориизы эболевых гр 
Следовательно, если М= 1 х|/(х- х)" ‚ 10 у обвих модулей существуют бозисы, 
В и умножение на х задаетен одной и той хе матрицей. | 
ре в КГ[х]/(х-х)" базис из элементов 1= е., и 


44 


а 








т = 9т. Оператор (х -^) действует в этом в этом базисе таким ооразом: 

в >03 62 >81:-..501 6 _т, следовательно, матрица (х -л) в 30а б 

02 0 я И Е са х гы ЕЯ 
0. Следовательно, матрица оператора х= (х -^) + ^ в э10м базисе, 


модулей соответствует клеточная серукгура матрицы Ч ты 


0 с Эта матрица наз. жордановой клеткой. Прямой сумме | 
{ 9 
Существует базис, в котором магрина 


линейного оператора =. 
О | 
м3) | 
И | 









Выглядит так. Гы 
1 И о о. 
и” 
х. = 














30. 


Следствие. Для любой матрицы 'А: существует толя А Ури В = = $45“ 


такая, что В имеет жорданову форму, \“ - обратим 
Задачи, Т. А - жорданова клетка. Найти к многочлен В(х) матрицы ‹ 
2. А’- жорданова клетка. Найти е^ = Е + $ + & фе 
3. \„- векторное пространство, её - линейный оператор. Рассмотрим 
М как ыы модуль. Что такое \/(х-А) = М(р) ? 

Е, О 4. К=В, 42 Е - единичная пхп матрипа. `Доказать, что А подобна 
О ыы) ик» =п.. | 
| 5. КЕВ,, ` А2= -Е. Доказать ‚что. ды = = 2п, и А подобна / © Ё*® Г) | 
6. 42 А. Доказать, что А подобна о Ой Е. 07 | 


РИ. ривости к зардаНовой нормальной фотме а)! —Г т“ Е то 2 
8 


Оо А приведена к нормальной жордановой оо ЕВ 0-50 21 Г 
минимальный многочлен РА(х матрицы ие: см. Теорему 6: 
и ее следствия, | 


а 9. РА) [4% (д - хЕ) - характеристический многочлен. 


10. с - диагонализируемо <> Р, (х) ‚не имеет кратных корней. | 
11* Будем говорить, что клетка к]. 9 соответствует собствек- ^ 


ному значению Х и имеет размер к. Пусть {И А -пхп матрица оператора 
а) п - 5а (А-ЛЕ) = числу а соответствующих собственному зна- 


а И. иг = ^Е).. ‚ Доказать, ‚ что Иа И: равно числу клг- 


ток, соответствующих ^ ‚ размера не меньше 6 { 
в) Написать инструкцию, как по числам И: ( Х) восстанавливать жорцано-. 

ву нормальную форму А 

| Лекция_Т8. ра над_евклицовыми. КОЛЬЦаМи 


атрицы 
ЕН т ео о 


. Перестановки строки ОЕ: 
а Умножение на е е Е и единицы) всех элементов 1 матрицы. 
Ш. Замена строки, ( ло мат цы суммой её.-с другой строкой (столоцом), 


гово, что Аа,В, если А можно привести к В элементарными и. 
Определение 2. А Мах д) наз. УВиОДуЛЯВНОЙ, если А обратима. ? 


Лемма Т. А унимодулярна<— 46 АдЕЕ* обратим в Е, 
Лемма. 2. Элементарные преобразования над строками соответствуют умножению 


на унимодулярную ар слева, а над столбцами - справа. 


Лемма 3. &”. не меняются при элементарных преобразованиях. . 


Лемма 4. 9 + * Е т о_. 0 : _б 0... ‹2 А Е й 
А. | т т 

Темиа 5. АВ, где В = ($2,2 | = [0 | 
( 22. а |2 | $ 


> 
ы 
< 
о 
<> 
53. 
03 
| 
[4 
© 
ео: 
> 
> 
— 
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Определение 3. Г. [4 `. я» где е ке т называется каноническим ВИДОМ. 


о ое ла о о 


Лемма 7. Любая матрица и может быть приведена к каноническому а. элемен- ` 


тарными преобразованиями. /Док-во: индукция по п (4) лемма 5. Все 














[е 
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Следствие 8. г ( д =1). 


к-Г 
Следствие 9. Для любой матрицы А найдутся унимодулярные матрицы и Р такие, 


что ТЛАР = Е. — канонического вида. 

Применение. Е = КСХ] /в этом месте ‚по грехи, неизвестную обозначают | 
буквой х /. Е будем различать матрицы АХ) - а с коэффициентами из ^ 
Е и просто А- матрицы с Е из К. 

По лемме 7 А(Л)^ оо о 6 к(^) называются инвариантными мноки- 
тепями матрицы А(Х). О ЕП (к. важность определяется следующей тес- 
ремой: Теорема 7. Аи В подобны<=>> А - АЕ подобна_В - АЕ. 

Док-во. В ПО А <=> В =С РА С, где бе 6-/, (пк) = СКА -ЛЕ)С = 

20 Ес - Аб” Тс = В -ЛЕ. Обратно, Пусть А- ЛЕ В -ЛЕ, по лемме это экви-. 
валентно существованию ЗЛ(А) иР(ЛА) - унимодулярных матриц таких ‚что 
ПСА) (А-ЛЕ)Р(Л) =В -ЛЕ.(Т) => УСА )(А-ХЕ)= (В- ЛЕ о 


(А-АЮР =0 В-^Е 
Матрицы А(А), Х "Р(^),В(^) ит.д. Е АА еще и как мЕсго- 


члены от А.с матричными козфуициентами. о | 
Пример. т а = (о) ^ + (28) ^ + В т | 
Когда можно делить А( А) на в(^) ЗАСЛ )= А. хе +Ал ДА + -.+АОЗВСХ )=В, ре +1 


В +... Можно делить, когда В, - ображина В а к). "ПОЛИС МОНЕС 2 
справа и слева. Рассмотрим В - Л Е. Коэвфициент при А в старшей степени рё-. 
вен -Е(обратимая матрица) И - в -ХЕ) 9) +, . КЕ бб. к. стеерь 

=] } (8- ХЕ) +Кл. остатка < степени 2е-. 
Рассмотрим о К. (А - зал о ХЕ) &,'(^)) (АС ХЕ )* ( лителя во). р 
- (20) -6,.(№ (8-хЕ)) = ^^ (М (А-АЕ)р АЕ) 6,(\) (В-^Е7- 8 -^Е/` 61 (7 

= №76) здесь воспользовали о. (>) 
: Е ‚ )(8-АЕ)У 


‚ (А-ХЕ )#(^) + (В-Е)б (А) (А- ХЕ) ОВ -^Е)= в ЕДЕ бы 






° _ „ражение. в скобках равно 0. Это следует из подсчета коэффициентов степени 


Х в правой и левой частях (3). Следавательно, (Д-ЛЕ)Кх = В-АЕ => 






10. 2) 1 а ‚ т.е. Аи В подобны! Вов. 
Задача Т. ``. — корданова клетка. Привести А- ЛЕ к кансвическомыу 
виду.Найти ОКА Е. т | 
Задача са и г) задача та ке. й ки О! о 
—"- ыЯ | А = у 
=\\ о | Вопрос. тот нелли А= (О` не 


Чоотда (М.А) = Бз & /.6) © 
о “е.@/Тогда , ре (2 ® ФЕ ее (Х) 
$... ® к.) а 


И Это представлений есть представление модуля из теоремы 6. 
- | АЛ о 


Следствие. Инструкция. Г. А - ЛЕ привести по [д ^. . (2). 

2. Пое.(^) пишется Е нормальная форма В. 

3. Если (А - АЕ) ^ в в ;6)- ^- (В -ЛЕ) посчитать У (Л) и Р(Х ) такие, -ве | 
УК (А-АЕ)Рб} = Зе“ | 

4. Р(Л)= 9СЛ)(В- ^Е) + ее Тогда к. АЕ, = В, т.е. мы нашли не только вр 


данову нормальную форму, но и матрицу к замены базиса, /Курош. "Курс. . 
а сту. а оо 


